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Estimadores ML restringidos

Suponga x1, . . . ,xn vectores aleatorios IID desde Np(µ,Σ) y considere:1

1. µ = µ0 conocido. Entonces,

Σ̂ =
1

n

n∑
i=1

(xi − µ0)(xi − µ0)
>.

2. Σ = Σ0 conocido. De este modo,

µ̂ = x.

3. µ = γa, γ ∈ R con a ∈ Rp conocido. Luego,

γ̂Σ =
a>Σ−1x

a>Σ−1a
.

Para Σ desconocido, tenemos:

γ̂ =
a>S−1x

a>S−1a
.

1Ud. lo deberá resolver como parte de la Tarea 1 (Entrega: 4 Mayo).
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Estimadores ML restringidos

4. Aµ = a, A ∈ Rq×p, a ∈ Rq matrices conocidas. Luego

µ̂Σ = x−ΣA>(AΣA>)−1(Ax− a),

para Σ desconocido

µ̂ = x− SA>(ASA>)−1(Ax− a).

5. Σ = φV con V > 0 conocida y φ > 0. Por tanto,

µ̂ = x, φ̂ =
1

p
tr(V −1S).
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Matriz de covarianza diagonal

Suponga que

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
, con Σ12 = 0 = Σ>21,

y µ = (µ>1 ,µ
>
2 )>. De este modo, tenemos θ = (µ1,µ2,Σ11,Σ22), aśı la función de

log-verosimilitud adopta la forma:

`(θ) = −
np

2
log 2π −

n

2
log |Σ| −

1

2

n∑
i=1

(xi − µ)>Σ−1(xi − µ).

Note que el estimador ML para µ no depende de Σ, luego µ̂ = x. Ahora, usando que

|Σ| =
∣∣∣∣Σ11 0

0 Σ22

∣∣∣∣ = |Σ11||Σ22|, Σ−1 =

(
Σ−1

11 0

0 Σ−1
22

)
.
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Matriz de covarianza diagonal

Sigue que la parte relevante de `(θ) es dada por:

`(θ) = −
n

2
log |Σ11| −

1

2

n∑
i=1

(xi − µ1)
>Σ−1

11 (xi − µ1)

−
n

2
log |Σ22| −

1

2

n∑
i=1

(xi − µ2)
>Σ−1

22 (xi − µ2)

que puede ser escrita como:

`(θ) = `1(θ1) + `2(θ2),

con θj = (µj ,Σjj), para j = 1, 2, y

`j(θj) = −
n

2
log |Σjj | −

1

2
trΣ−1

jj Qj(µj),

donde

Qj(µj) =
n∑

i=1

(xi − µj)(xi − µj)
>.

5 / 9



Matriz de covarianza diagonal

De ah́ı que, usando el Resultado 2 de la Sesión 6, obtenemos el estimador ML para Σ:

Σ̂ =

(
Σ̂11 0

0 Σ̂22

)
,

con

Σ̂jj =
1

n

n∑
i=1

(xi − xj)(xi − xj)
>,

para j = 1, 2, donde x = (x>1 ,x
>
2 )>.
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Muestras con parámetros ‘enlazados’

Suponga que la matriz de datos X es particionada como:

X =

X1

...
Xk

 ,

donde las filas de Xi ∈ Rni×p son IID Np(µi,Σii), para i = 1, . . . , k.

Las restricciones más comunes son:

(a) Σ11 = · · · = Σkk (digamos, = Σ).

(b) Σ11 = · · · = Σkk y µ1 = · · ·µk.
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Muestras con parámetros ‘enlazados’

Para el caso en (a) note que podemos escribir:

`(θ) =
k∑

i=1

`i(θ),

donde

`i(θ) = −
ni

2
log |Σ| −

1

2
trΣ−1{Qi + ni(xi − µi)(xi − µi)

>},

Sea

Si =
1

ni
Qi =

1

ni

ni∑
j=1

(xj − xi)(xj − xi)
>,

para i = 1, . . . , k. Es decir,

`(θ) = −
1

2

k∑
i=1

{
ni log |Σ|+ ni trΣ−1(Si + (xi − µi)(xi − µi)

>)
}
.
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Muestras con parámetros ‘enlazados’

Como no existe restricciones sobre µ sigue que el MLE de µ es xi (i = 1, . . . , k).
Además, considere

W =
k∑

i=1

niSi, n =
k∑

i=1

ni.

De este modo, la log-verosimilitud perfilada, es dada por:

`∗(Σ) = `(µ̂,Σ) = −
n

2
log |Σ| −

1

2
trΣ−1W .

De ah́ı que el MLE para Σ adopta la forma:2

Σ̂ =
1

n
W =

1

n

k∑
i=1

niSi

El caso en (b) es análogo (se deja como Ejercicio).

2Es decir Σ̂ii = Σ̂, para i = 1, . . . , k.
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Distribuciones de contornos eĺıpticos

Sabemos que un vector aleatorio p-variado tiene distribución en la familia de contornos
eĺıpticos con parámetros µ ∈ Rp y Σ ≥ 0 si su función caracteŕıstica es de la forma:

ϕx(t) = exp(it>µ)φ(t>Σt),

mientras que si Σ > 0 el vector aleatorio x tendrá densidad

f(x) = |Σ|−1/2g[(x− µ)>Σ−1(x− µ)], (1)

con g : R→ [0,∞) llamada función generadora de densidad,1 tal que:∫ ∞
0

up/2g(u) du <∞.

Cuando un vector aleatorio tiene densidad como en (1) anotamos x ∼ ECp(µ,Σ; g).

1Por ejemplo, g(u) = (2π)−p/2 exp(−u/2) para el caso normal.
2 / 11



Distribuciones de contornos eĺıpticos

I Normal: x ∼ Np(µ,Σ), con

g(u) = c1 exp(−u/2).

I t-Student: x ∼ tp(µ,Σ, ν), donde

g(u) = c2(1 + u/ν)−(ν+p)/2, ν > 0.

I Normal contaminada: x ∼ CNp(µ,Σ, ε, γ), con ε ∈ [0, 1) y γ > 0,

g(u) = c1
{

(1− ε) exp(−u/2) + εγ−p/2 exp(−u/(2γ))
}
.

I Cauchy: x ∼ Cauchyp(µ,Σ), con

g(u) = c3(1 + u)−(p+1)/2.

I Loǵıstica: x ∼ Lp(µ,Σ), con

g(u) = c4 exp(−u)/{1 + exp(−u)}2.

I Exponencial Potencia: x ∼ PEp(µ,Σ, λ), donde

g(u) = c5 exp(−uλ/2), λ > 0.
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Estimación ML bajo la familia de contornos eĺıpticos

Observación:

Debemos resaltar que diferentemente al caso de la distribución normal, en el caso
general de la familia eĺıptica, podemos tener los siguientes enfoques:

(a) Modelo dependiente: Supondremos x1, . . . ,xn tal que su densidad conjunta
x = (x>1 , . . . ,x

>
n )>, sigue una distribución de contornos elipticos.

(b) Modelo independiente: Considere x1, . . . ,xn vectores aleatorios independientes
cada uno con distribución ECp(µ,Σ; g).
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Estimación ML: caso dependiente

Considere la matriz de datos:

X =

x
>
1
...
x>n


distribúıdo de acuerdo con una distribución en la familia de contornos eĺıpticos con
parámetros

µ = (µ>1 , . . . ,µ
>
n )>, Σ = block diag(Σ1, . . . ,Σn),

donde Σj > 0, para j = 1, . . . , n. De este modo, X tiene densidad de la forma:

n∏
j=1

|Σj |−1/2 g
[ n∑
i=1

(xj − µj)>Σ−1
j (xj − µj)

]
. (2)

Observación:

Evidentemente la distribución matricial en (2) puede ser escrita como una distribución
multivariada definiendo:

x = vec(X>) = (x>1 , . . . ,x
>
n )>,

de este modo, x ∼ ECN (µ,Σ; g), con N = np.
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