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Test de independencia

Considere la particién:
i1 751 Y11 X2
x; = = 3= .
) S Y RS
Nuestro interés es probar la hipétesis Hp : 312 = 0.
Considere g =T y s= %Q los MLE de p y X particionadas como:

=_ (%1 _ (Qu Q2
v (E2> ’ Q= (Q21 sz) ’

n

Q=) (@a —T1)(@i1 —®1) Qoo = > (a2 — Ta)(wiz — T2) |

i=1 i=1

donde

n

Qi2=Q3 =) (i1 — Z1)(Tiz — T2) |

i=1




Test de independencia

Bajo Hy se tienen dos muestras independientes ®11,...,&n1 desde Np, (g, 211) y
T12,...,%n2 desde Np, (1o, X22). Ademds,

L(p, ®) = L1(py, B11)La(pg, B22).
De modo que el LRT para Hy es
MaX, uy,S1q,500 L1(B1, B11) La(pg, B22)
max,, > L(p, 3)
_ Li(fiy, £11) Lo (fia, Z22)
L(p, %)
(2m)~"P1/2| 81| TN/ 2e=P1/2(27) ~1P2/2|Sgy | TN/ 2= P2 /2

(27T)7np/2|§|7n/267np/2

A=

_ (BulBaal\-n2 Q1 w2
_< IT§3| 22) _(|Q11||Q22|) '

donde £;; = Q,;/n, parai =1,2.




Test de independencia

Ahora, como Q > 0 con prob. 1y Qq; es no singular, sigue que
-1
QI = 1Q1111Q22 — Q2:1Q17 Quals
haciendo E = Qg — Q21Q1_11Q12 (=Qa1)y H= Q21Q1_11Q12- Tenemos

Lk i 1@ual 1B
Q2| |E + H|

Dado que Q = (n — 1)S ~ W, (n — 1,X). Luego, cuando Ho : 312 = O es verdadero
399.1 = B2 (= oo — 22121_11212) y las matrices H y E son independientes

H ~ Wp, (p1, X22), E ~Wp,(n—1-—p1,3392),

de ahi que
LR ~ Apy(p1,m—p1—1),

y Hg es rechazado si LR es muy pequeno.




Matriz de dispersion diagonal

Un caso especial de la hipétesis anterior es Ho : X = diag(o11,...,0pp). De este
modo, tenemos:
3
the_ 1B _ el
011 " Opp q11 - Qpp
donde ¢y = Z?:l(zir — %)% = nGpr, parar =1,...,p. De este modo, LR B>
X2 (p(p —1)/2).
Note que
e 45k _ Ojk

Jjk = - =
V459kk VO05i0kk
es la correlacion muestral entre las variables j y k. Ademas, la matriz de correlacién
R = (rj}) estd dada por

R =diag(q;;/, . app /) Qdiag(ar, /%, - apn'?).

De ahi que

Q]
q11 - Qpp
es decir, el estadistico esta basado en el determinante de la matriz de correlacién.

LR= = |R|,

5/14



Test de esfericidad

En practica, se desea probar hipétesis del tipo Hg : ¥ = 21, donde 02 no es
especificado. Note que bajo Hgp, tenemos

(0) = ~"Llogo® — — tr{@+n(@— W@~ 1) }.

Ademi3s, i = ®. Por otro lado,

0L(0) np 1 N T
902 252 + ﬁtr{Q +n@-p)(z—-n) 1
de ahi que
1 - 1 -
FP=—try (@ —T)(w;—T) =-tr3.
[ p
Por tanto,

[T S > I ]
(trS/p)p  (trQ/p)P




Test de esfericidad

En efecto,

— —np/2|52 _ s
rBfaZx L(p,X) = (27) |“I| exp < 550 tr Z)

= (2n) "2 (r & /p) "/ 2 exp ( — npA trS
(2m) "2 (tr /p) )

= (2m) /2 (tr B /p) P/ 2emP/2,

Note que Hg : 3 = 021 es equivalente a probar que todos los valores propios Ajde X
son iguales, esto es

media geométrica de A; Il A;/p |z

1= = - ,
media aritmética de \; 2oiAi/p trE/p

y substituimos ¥ por su MLE s, luego verificamos si el estadistico LR/P es cercano

a la unidad.




Test de equicorrelacion

Una hipétesis que surge, por ejemplo, en andlisis de varianza es:

1 p - p
p 1 - p

Hy:Z=0%|. . N =c?a-p1+p117).
pop -1

Si 8§ = (s;i) es el estimador insesgado de X, entonces los MLE de o2y p son
(ejercicio)
1< 1
G2==> sj 0= > Sk
P plp = 1) = 4
Es estadistico de razén de verosimilitudes es
IS|
a2 (1—p)P~ {1+ (p—1)p}’

LR =A%" =

que es asintéticamente chi-cuadrado con p(p + 1)/2 — 2 grados de libertad.




Comparando poblaciones normales

Suponga 1, ..., &, muestra aleatoria desde Np(ptq,31) y una muestra
independiente y,,...,y,, desde Np(u,,32) y considere la hipdtesis Hp : 31 = X
(= X). La funcién de verosimilitud puede ser escrita como:

Lia(pq, oy E1, B2) = Li(py, 1) La(pg, B2),
donde

g o Lo
Li(p;, B5) = (2m) ~™MP/2| 3|7 /2 exp{ - EtrZi 12(1:1 — ;) (z; fui)—r},
i=1

maximizar Li2 es equivalente a la maximizacién simultdnea de cada L; (i = 1,2), de
modo que L12 es maximizada en

B,=% Hy=7, Z1=Q;/n, Z2=Qy/na.
De este modo,
Lo (fiy, fig, B1,52) = L1 (fiy, £1) La(fy, Z2)
= (2m) " TP/2|5 |7/ 2P/ 2 (o) 2P/ 2| Sy | T2/ 2 g 2P /2

— (Qﬂ)fnp/Qlil|7n1/2‘§2|7n2/267np/2




Comparando poblaciones normales

Haciendo X1 = X5 = X, en este caso deseamos maximizar
10gL12(H1,}L2, 2) = lOng(u‘l’ E) + lOgLQ(’le E)
n 1 i
=c— Zlog|B - S =Y (@i~ p)(@i— )
i=1
no
+ Z(yl = po)(y; — Nz)T}
i=1
n 1 —1 1 iy = _ T
=c- Elog\EI - 5‘“2 Q+ EtrE {n1(® — 1) (@ — 1)
+n2(¥—p2)@—p2)' }
donde c = — %P log2m y Q = Q; + Q5. Como
tr (BT @ )@ - )" ) =@ - ) TSN @ - ) > 0,

y andlogamente para 5. Se tiene que log Li2(ptq, tto, 3) es maximizada para

cualquier ¥ > 0 cuando p; =Ty py =79.




Comparando poblaciones normales

De este modo,
1Og Ll?(ﬁl? ﬁ27 E) 2 108 L12(/~"’1y M2, 2)7

y se desea maximizar
log Luz(fiy. fin, ) = ¢ — 2 {log|[ 3] + tr27'Q/n},
y es facil notar que S = Q/n. En efecto,
log L2 (fiy, fip, B) > log L1a(fy, g, ) > log Lz (g, piz, B),
de modo que fiq, iy Yy 3 son los MLE bajo Hp : 31 = X2, ademas
log L12(Fiy, fig, &) = ¢ — g{log IS+ S 'S,

o bien ~ R
Lo (fiy, fig, B) = (2m) P2 (BT 2emme /2,




Comparando poblaciones normales

El test de razén de verosimilitudes es

Ao g Lio(py w9, ) Lia(f, By, B)
maxpr, LIE(IL11IL21 31, 2:2) Ll?(ﬁlvﬁQv 3, 22)
|=|—/2 Q. ["1/2]Qy|"2/?
TS ASy ez QI

nlp/Qngzp/Q). De este modo

con cio = 71"1’/2/(711
LR = —2log A Y X2(v),

con v =p(p+1)/2 (bajo Hp).




Comparando poblaciones normales

Suponga @1, ...,®n, muestra aleatoria desde N, (pt;,X1) independiente de la
muestra Yy, ..., Y,, desde Np(uy, 32). Se desea probar Ho : pq = 1ol asumiendo
que 31 = X3 (= X). Sabemos que

x ~ NP(”lvz/n1)7 Ql = (nl - 1)51 ~ WP(nl - 172)7

y T es independiente de Q. Andlogamente ¥ ~ Ny (5,3 /n2) y es independiente de
Q; = (n2 —1)S2 ~ Wp(n2 — 1,%). Dado que @1,...,&n; Y Y155 Yp, SON inde-
pendientes, tenemos que
1 1
eam(o (L 1))
ny  na
Q=Q+Qy~Wp(n1+n2—2,3),

y T — Y es independiente de Q.

1o equivalentemente Hy : § = puy — puy = 0.




Comparando poblaciones normales

Defina Sp = Q/(n1 + n2 — 2), luego

nin —1 — —
2= 2 @-5-8)T8'@-5—06)~T(p,nl +n2—2)
ni + n2
ni +ng — 2
4 pmAn2=2) po s —po 1),
ny+ny—p—1

a

Para probar Hp : § = 0 usamos el estadistico
ninz2 _ __ 1= —
Ti=——(@-9) S (@-79),
ni +n2

y se rechaza la hipétesis Ho a un nivel de significancia « si

T02 S p(n1 +n2 — 2)

Fi_ ,mi+mna—p—1).
2 tmaopo1tt a@ni+n2—p—1)
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