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Resumo

Neste trabalho estudamos técnicas de diagnéstico em modelos lineares com
efeitos mistos sob distribui¢oes de contornos elipticos. O principal atrativo
da classe de distribuigoes elipticas é que a mesma permite estender os mode-
los desenvolvidos sob normalidade considerando distribuicoes simétricas com
caudas mais leves ou mais pesadas do que a normal. E conhecido que a mo-
delagem estatistica sob erros normais pode ser influenciada por observagoes
aberrantes. Deste modo, usamos modelos baseados em distribuigoes com
caudas mais pesadas do que a normal com o intuito de obter estimati-
vas robustas contra observagoes aberrantes. Consideramos dois enfoques
para introduzir distribuigoes elipticas no modelo linear com efeitos mistos,
para cada uma dessas formulagbes descrevemos a estimagao por maxima
verossimilhanga. Derivamos as curvaturas requeridas para o procedimento
de influéncia local (Cook, 1986) para o modelo eliptico linear com efeitos
mistos sob diferentes esquemas de perturbagao e examinamos sua conexao
com a matriz de alavancas generalizadas (Wei, Hu e Fung, 1998). Estende-
mos a definicdo da matriz de alavancas generalizadas para manipular mo-
delos com dados incompletos. Finalmente, examinamos a habilidade dos
métodos propostos para reduzir a influéncia de observagoes aberrantes e/ou
influentes mediante um estudo de sensibilidade em conjuntos de dados previ-
amente analizados sob normalidade. Disponibilizamos duas bibliotecas para
o pacote S-PLUS em que as andlises descritas neste trabalho podem ser rea-
lizadas. Informacoes relativas a tais bibliotecas estdao disponiveis na péagina
Web http://wuw.ime.usp.br/~osorio/software.htmll
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Abstract

In this work we consider diagnostic techniques for linear mixed-effects mod-
els derived under the class of elliptically contoured distributions. The ellip-
tical class allows extending models developed using the normal distribution
by considering symmetric distributions with either lighter or heavier-tails
than the normal ones. It is well known that statistical models under nor-
mal errors may be highly influenced by outlying observations. Thus, we use
models based on longer-than-normal tails with the purpose of attaining ro-
bustness aspects of the parameter estimates against outlying observations.
We consider two approaches to introduce elliptical distributions in linear
mixed-effects models, for each formulation we describe the maximum likeli-
hood estimation procedure. We derive the local influence curvatures (Cook,
1986) for each case under various perturbation schemes and we examine the
connection with generalized leverage (Wei, Hu e Fung, 1998). We extend
the definition of the generalized leverage matrix to handle models with in-
complete data. Finally, we illustrate the ability of the proposed methods to
reduce the influence of outlying and influential observations through a sensi-
tivity study in data sets previously analysed under normality. We implement
the methods described in this work in two libraries for the S-PLus pack-
age. Informations concerning there libraries are available in the Web page
http://www.ime.usp.br/~osorio/software.html.
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Introducao

Diagndstico de influéncia constitui uma das técnicas mais (teis para modelagem
estatistica, em que se procura avaliar a robustez das estimativas fornecidas pelo
modelo quando introduzimos perturbagdes no modelo e/ou nos dados, bem
como avaliar afastamentos importantes das principais suposi¢des feitas para os
erros. O tipo de perturbagdo mais conhecido é a eliminagdo de casos.

O objetivo principal deste trabalho é estudar diagndstico de influéncia em mo-
delos lineares mistos sob distribuicbes de contornos elipticos. Realizamos, em
particular, anélises de sensibilidade no modelo eliptico com efeitos mistos usando
a técnica de influéncia local (Cook, 1986) e estudamos a sua conexdo com o
método de alavanca generalizado (Wei, Hu e Fung, 1998).

Motivacao

Um dos principais objetivos da modelagem estatistica é avaliar a qualidade
do modelo postulado para representar o fenomeno sob estudo. Desse modo,
uma das principais preocupagoes ¢é a escolha adequada do modelo. Contudo,
freqientemente existem observacoes que podem alterar substancialmente a
inferéncia estatistica quando sao retiradas do conjunto de dados. Na li-
teratura estatistica tem havido, portanto, grande interesse na deteccao de
tais observagoes com o intuito de avaliar o impacto das mesmas no modelo
ajustado, assim como considerar possiveis medidas corretivas.

Tais fatos tém motivado o desenvolvimento de duas principais linhas de
pesquisa em diagnéstico de influéncia: elimina¢ao de pontos (veja, por ex-
emplo, Belsley, Kuh e Welsh, 1980; Cook e Weisberg, 1982 e Chatterjee e
Hadi, 1988) para identificacao de observacoes influentes, mediante a elimi-
nacao de casos ou influéncia global e a técnica de influéncia local (Cook,
1986) que consiste em estudar o efeito de introduzir pequenas perturbagoes



no modelo (ou dados) usando uma medida de influéncia apropriada. Esta
metodologia tem recebido uma crescente atengao nos iltimos 20 anos prin-
cipalmente devido a sua flexibilidade, permitindo sua aplicacao em diversas
situagoes (veja discuss@o em Cook, 1997).

Um outro enfoque corresponde a acomodagao de observagoes aberrantes
(residuo alto) através de procedimentos robustos, que tém sido desenvolvi-
dos modificando o método de maxima verossimilhanga sob normalidade com
o intuito de atenuar o efeito de observagoes aberrantes nos resultados da es-
timagao (veja, por exemplo, Huber, 1981 e Rousseeuw e Leroy, 1987). Sob
esse enfoque também podemos considerar distribuigoes simétricas com cau-
das mais pesadas do que a distribuicao normal. Uma escolha interessante
neste sentido corresponde a classe de distribuicoes de contornos elipticos. O
principal atrativo desta classe é que permite estender os modelos desenvolvi-
dos sob erro normal considerando distribuigoes simétricas com caudas mais
leves ou mais pesadas do que a normal. Alguns exemplos de distribuicoes
nesta classe s&o a ¢ de Student, exponencial poténcia e normal contaminada,
modelos conhecidos por acomodar observagoes aberrantes. Uma descrigao
detalhada da classe de distribuicgoes elipticas multivariadas é apresentada,
por exemplo, em Fang e Zhang (1990), Fang, Kotz e Ng (1990) e Arellano
(1994).

Varios autores tém considerado o uso de distribuigoes na classe eliptica para
modelagem robusta. Por exemplo, Dempster, Laird e Rubin (1980) con-
sideram a estimacao em modelos de regressao linear através de minimos
quadrados iterativamente ponderados supondo uma subclasse das elipticas
conhecida como familia de misturas de escala normal; Little (1988) aborda
a estimagao em modelos com dados incompletos usando a normal contami-
nada, Lange, Little e Taylor (1989) propdem a distribui¢do ¢ para modela-
gem robusta em modelos de regressao tanto univariados como multivariados,
Lange e Sinsheimer (1993) consideram distribuicoes na classe das misturas
de escala normal para estimacgao robusta em regressao linear e nao-linear,
Bolfarine e Galea (1996) discutem a estimacao de méxima verossimilhanga
no modelo de calibracao comparativa estrutural usando a distribuicao ¢ en-
quanto Ferndndez e Steel (1999) estudam a estimagao de pardmetros em
modelos lineares multivariados via méaxima verossimilhanca usando a dis-
tribuicao ¢ e alertam com relacdo a problemas na estimacao dos graus de
liberdade. Cysneiros e Paula (2005) consideram métodos restritos em mode-
los de regressao simétricos univariados e, em particular para modelos lineares
com efeitos mistos Huggins (1993a, 1993b) propoe M-estimadores basea-
dos em distribui¢oes de contornos elipticos, com énfase em modelos para



componentes de variancia, Lindsey (1999) e Lindsey e Lindsey (2005) con-
sideram a distribuicao exponencial poténcia para problemas com medidas
repetidas, Pinheiro, Liu e Wu (2001) propoem algoritmos para estimagcao
por méaxima verossimilhanca em modelos lineares com efeitos mistos con-
siderando a distribuicao ¢ multivariada e mais recentemente, Savalli, Paula
e Cysneiros (2006) discutem testes para componentes de variancia em mo-
delos elipticos lineares mistos. Num contexto bayesiano e principalmente
usando distribui¢oes de mistura de escala normal, Liu (1996) estuda o mo-
delo de regressao linear com dados incompletos, Chen e Dey (1998) conside-
ram a modelagem de funcoes de ligacao para modelos com resposta bindria
e Choy e Smith (1997), Rosa, Padovani e Gianola (2003, 2004) e Portela e
Goémez-Villegas (2004) desenvolvem implementagoes MCMC para estimagao
em modelos lineares com efeitos mistos.

Contudo, esses modelos desenvolvidos sob distribuicbes com caudas mais
pesadas do que a normal, ainda podem estar vulneraveis a observagoes in-
fluentes como é notado, por exemplo, em Galea, Paula e Bolfarine (1997),
Galea, Riquelme e Paula (2000), Liu (2000, 2002), Diaz-Garcia, Galea e
Leiva-Sanchez (2003), Galea, Paula e Uribe-Opazo (2003), Galea, Paula e
Cysneiros (2005) e Savalli, Paula e Cysneiros (2006). Portanto, existe a
necessidade de realizar estudos de sensibilidade nesta classe de modelos.

O objetivo deste trabalho é estudar diagndstico de influéncia em modelos
lineares com efeitos mistos considerando distribuigoes de contornos elipticos.
Na secao a seguir apresentamos um resumo de métodos de diagndstico apli-
cados ao modelo linear misto, posteriormente fazemos uma breve descrigao
da classe de distribuicoes elipticas e do algoritmo de maximizacao tipo EM.
Finalmente, indicamos os objetivos assim como a organizagao do trabalho.

Diagnésticos em Modelos com Efeitos Mistos

Métodos de diagnéstico e validacao aplicados em modelos lineares com efeitos
mistos (Laird e Ware, 1982) tém sido desenvolvidos principalmente sob a
suposi¢ao de normalidade. Baseados em procedimentos de eliminagao de
observagoes, Christensen, Pearson e Johnson (1992) estudam a influéncia
de observagoes num modelo de efeitos aleatérios para andlise de variancia
enquanto Tan, Ouwens e Berger (2001) discutem a detecgao de observagoes
influentes em modelos lineares mistos com énfase em estudos longitudinais.
Diagnésticos de influéncia global em modelos de curvas de crescimento sao
considerados por Pan (2002) e Zewotir e Galpin (2005) que estendem os



resultados de Christensen et al. (1992). Em parte devido a complexidade do
modelo linear com efeitos mistos, alguns autores tém aplicado o método de
influéncia local para realizar estudos de sensibilidade. Por exemplo, Beck-
man, Nachtsheim e Cook (1987) estudam diagnéstico de influéncia num
modelo misto para andlise de varidncia. Em modelos de curvas de cresci-
mento a metodologia de influéncia local é investigada por Pan, Fang e von
Rosen (1997), Pan e Bai (2003) e Shi e Ojeda (2004). Lesaffre e Verbeke
(1998) consideram o esquema de ponderagao de casos no modelo linear com
efeitos mistos usando uma perspectiva marginal.

Atualmente, grande parte das metodologias desenvolvidas sob normalidade
estdo sendo estendidas para a classe de distribuicoes elipticas. Contudo,
pouco tem sido investigado em modelos lineares com efeitos mistos sob dis-
tribuicoes de contornos elipticos. Este trabalho é motivado pelo fato de tais
procedimentos de diagndstico, além de identificar observacoes influentes,
também permite selecionar modelos paramétricos dentro da classe de dis-
tribuicoes elipticas que representam boas alternativas a distribui¢ao normal.

Distribuicoes de Contornos Elipticos

A classe de distribuicoes elipticas tem recebido crescente atencao na lite-
ratura estatistica nos ultimos 15 anos (veja, Fang e Zhang, 1990; Fang,
Kotz e Ng, 1990 e Arellano, 1994), particularmente devido ao fato de incluir
distribuicoes com caudas mais pesadas do que a normal, tais como a dis-
tribuicao ¢ de Student, exponencial poténcia e normal contaminada, dentre
outras. Uma subclasse importante na familia de distribuicoes de contornos
elipticos corresponde & classe das misturas de escala normal (veja, por ex-
emplo, Andrews e Mallows, 1974; Dempster, Laird e Rubin, 1980; Lange e
Sinsheimer, 1993; Chen e Dey, 1998 e Gémez, Gémez-Villegas e Marin, 2006)
que apresenta boas propriedades como a normal, é relativamente simples de
trabalhar e permite robustificar procedimentos estatisticos. A seguir intro-
duzimos as definigoes de distribuicoes elipticas que serao utilizadas neste
trabalho.

Definicao 1 (distribuigao eliptica). Dizemos que o vetor aleatério m-
dimensional Y tem distribuicao eliptica multivariada com vetor de posicao
pn € R™ e matriz de escala positiva definida A se sua fungao de densidade
assume a forma

Fly) = A7 2g[(y — WA (y — ), (1)



em que g : R — [0, 00) satisfaz a condigao [;° u™? 1 g(u) du < co. A funcio
g ¢ tipicamente conhecida como funcao geradora de densidade. Quando

um vetor aleatério tem densidade dada por (I) usamos a notagao Y ~
ECu(p, A; g).

Um estudo completo das propriedades da classe de distribuigoes elipticas as-
sim como alguns exemplos podem ser encontrados em Fang e Zhang (1990),
Fang, Kotz e Ng (1990) e Arellano (1994). A seguir apresentamos uma pro-
priedade que estabelece que a classe de distribuigoes de contornos elipticos
é fechada sob transformagoes lineares.

Proposicao 1. Seja Y ~ EC,(u,A;g). Sea € R" e A é uma matriz
n x m com posto(A) =n < m, entdo

X =AY +a~ EC,(Au+a,AAAT; ). (2)

A partir de (2) podemos notar que qualquer distribuigdo marginal de Y ~
ECy,(p, A; g) também é eliptica.

Definigao 2 (distribuicao de mistura de escala normal). Seja pu € R™,
A matriz positiva definida m x m, H(v;v) fungao de distribui¢ao de proba-
bilidade (unidimensional) e k(:) uma fungao estritamente positiva, entao a
densidade f definida como

fry>::r2nvxr4/2/Q”{n<v>}-"”2exp{——;n-4<v>u}dff@o, (3)

é dita uma densidade de mistura de escala normal, em que u = (Y —
w)TAH(Y — p) e H é conhecida como a distribuicio da varidvel de mis-
tura V. Se um vetor aleatério Y tem densidade dada por (3) dizemos

que Y tem distribuicdo de mistura de escala normal e escrevemos Y ~
SMNp(p, A; H).

Um vetor aleatério m-dimensional Y tem distribuicao SM N, (p, A; H) se
admite a representacao

Y S+ sl(V)Z, (4)

em que Z ~ Np(0,A), V é varidvel aleatéria positiva com distribuicao
H independente de Z. Aqui 4 denota igualdade em distribuicao. Logo,

a partir de (4) obtemos que a distribuicdo de Y condicional a V' = v é
YV =v) ~ Na(p, 5(v)A).



Alguns exemplos de distribuigoes elipticas sao dados a seguir (veja também,
Fang, Kotz e Ng, 1990 e Arellano, 1994). Para cada caso considere u =
(Y —p)"AH Y —p).

Distribuicdo t de Student generalizada. Seja Y ~ Gt,,(u, A, v,7v) a dis-
tribuicao ¢t de Student generalizada com v,y > 0. Isto é, Y tem densidade
dada por

D(™32) o x -1 uy —(m+v)/2
L B (T L
Note que, quando v = v obtemos a distribuicao ¢ de Student, t,,(u, A, v)

com v > 0 graus de liberdade, e a distribuigao de Cauchy quando v =v = 1.

Distribuicdao Exponencial Poténcia. SeY ~ PE,,(u, A, v) com parametro
de forma v > 0 (Gémez, Gémez-Villegas e Marin, 1998) entao sua densidade
¢é da forma

vl
/2T (

)

s A7 el /2) (6)

fly) =

\3@3

[\

Esta familia de distribuicoes apresenta ambos tipos de caudas, mais leves
(v > 1) assim como mais pesadas do que a normal (v < 1) e inclui a normal
como um caso particular (v = 1).

Distribuicao Normal Contaminada. Considere Y ~ NC,,(u, A, d,) a dis-
tribuicdo normal contaminada m-variada (Little, 1988) em que 0 < § < 1
denota a percentagem de “contaminagao” e v > 0 corresponde a um fator
de inflagdo de escala. Neste caso a densidade de Y é dada por

fy) = @m) 7 RIAIT 2 {6y e 4 (1 - 6)e2) (7)

Distribuicao Slash. Seja Y ~ Slash,,(u, A,v) com parametro de forma
v > 0 (Rogers e Tukey, 1972), entao sua densidade fica dada por

fly) = v(@m) 2|72 /01 o™/ 21 exp(—vu/2) do. (8)



Distribuicao Logistica tipo-1l. Considere Y ~ L,IT{(,u,A), entao a densi-
dade do vetor aleatério m-dimensional Y assume a forma

e_\/a

_ —-1/2
f(y) = cm|A| 1+ e,\/a)z,

9)

em que a constante de padronizacao ¢, é dada por

I e m/2—1 eVt
Cm = = t dt.
L'(%) Jo (14 e~ V)2

A propriedade (4) para a classe de distribui¢oes de mistura de escala nor-
mal é particularmente 1til para a estimacdo de parametros por maxima
verossimilhanga mediante o algoritmo de maximizagao tipo EM. A seguir
apresentamos uma descricao deste algoritmo.

Algoritmo EM

O algoritmo EM (Dempster, Laird e Rubin, 1977) é um enfoque amplamente
aplicavel para o calculo iterativo de estimativas de maxima verossimilhanca,
sendo bastante util para problemas com dados incompletos.

Muitos problemas em Estatistica podem ser encarados utilizando uma for-
mulacao de dados aumentados permitindo assim simplificar a obtencao das
estimativas de méaxima verossimilhanga. Os dados aumentados, também
chamados dados completos, correspondem aos dados observados, referidos
nesta formulacao como dados incompletos, e dados adicionais conhecidos
como dados perdidos. Neste contexto, as fungoes de verossimilhanca baseadas
nos dados completos e observados sao denominadas verossimilhanca de da-
dos completos e dados incompletos, respectivamente. E importante salientar
que a parte aumentada dos dados nao requer que eles sejam “perdidos” no
sentido estrito da palavra, pois somente representam um mecanismo técnico.
De fato, esta idéia é usada para descrever uma variedade de modelos es-
tatisticos, tais como: misturas, efeitos aleatorios, agrupamentos, censura e
observagoes incompletas (veja, por exemplo, McLachlan e Krishnan, 1997.
Cap. 2).

No algoritmo EM, cada iteragdo é formada pelos passos: Esperanga (passo
E) e Maximizagao (passo M). Para introduzir idéias, sejam Y o vetor de
dados observados e z o vetor de dados perdidos; desse modo o vetor de dados



completos Y, aumenta Y mediante z como Y. = (Y7, 27)T. Considere
L(0|Y ;) o logaritmo da fungao de verossimilhanca de dados completos para
o vetor de parametros 6 € ©. O algoritmo EM aborda problemas com dados
incompletos indiretamente mediante a substituicao da parte nao observavel
em L(0]Y .) por suas esperancas condicionais dado Y, usando o ajuste atual
para 6. Isto é, considera a funcao () definida como

Q(616) = E{L(0]Y)|Y, 8} (10)
A (r+1)-ésima iteragao do algoritmo EM ¢é definida como

Passo E: para 6 = 6", calcular Q(0|§) como

Q(0]6) = E{L(6]Y.)|Y, 8}.

Passo M: escolher 871 que maximize Q(8]6) tal que

QO"V19) > Q(6]8), VO E<O.

Deve-se alternar os passos E e M repetidamente até atingir a convergéncia.
Cada iteracao do algoritmo EM incrementa a funcdo de verossimilhanga
de dados observados L(0|Y) e sob condigbes apropriadas o algoritmo EM
apresenta convergéncia monétona ao méaximo global ou local de L(0]Y") (Wu,
1983 e McLachlan e Krishnan, 1997, Sec. 3.5).

Quando o passo M no algoritmo EM é complicado, este pode ser amenizado
realizando o processo de maximizacao condicional a alguma funcao dos
parametros que estao sendo estimados. Este algoritmo EM generalizado
proposto por Meng e Rubin (1993) é denominado algoritmo de maximizagao
condicional de esperanca (ECM). A idéia neste caso é substituir o passo M
no algoritmo EM por uma seqiiéncia de passos de maximizac¢ao condicional
(CM) computacionalmente mais simples, em que cada um deles maximiza
a funcao @ sujeita a restricoes em 6, de modo que essas restricbes garan-
tam que a maximizacao é realizada sobre todo o espago paramétrico para
6. Como as maximizagoes CM sao efetuadas sobre espacos de dimensao
menor, freqiilentemente tais etapas sao mais simples, velozes e estaveis que
suas contrapartidas realizadas sobre todo o espaco paramétrico ©. O al-
goritmo ECM tipicamente converge num niimero maior de iteragoes que o
algoritmo EM, porém pode ser mais veloz em tempo de computacao.



Em muitas situagoes, o calculo do passo E pode ser de custo computacional
muito menor do que os passos CM. Desse modo podemos ter interesse em
executar um passo E antes de cada passo CM, o que é conhecido como
um ciclo. Tal algoritmo é denominado algoritmo ECM multiciclo (Meng
e Rubin, 1993). E importante notar que as propriedades de simplicidade,
estabilidade e convergéncia mondtona do algoritmo EM sao compartidas
pelos algoritmos ECM e ECM multiciclo, porém com taxas de convergéncia
mais velozes.

Definicao dos Objetivos e Organizacao do Trabalho

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver técnicas para andlise de sen-
sibilidade em modelos lineares com efeitos mistos sob distribuicoes de con-
tornos elipticos considerando os métodos de influéncia local (Cook, 1986)
e de alavanca generalizado (Wei, Hu e Fung, 1998). E um fato conhecido
que este tipo de distribuicao com caudas mais pesadas permite acomodar
observacoes aberrantes. Descrevemos dois enfoques para introduzir dis-
tribuicoes elipticas no modelo linear misto, uma formulacao marginal e uma
hierdrquica baseadas nas propostas de Lange, Little e Taylor (1989) e Pi-
nheiro, Liu e Wu (2001), respectivamente. Ambas abordagens podem ser
consideradas como procedimentos para acomodagcao de observagoes aberran-
tes. Finalmente, aplicamos os resultados desenvolvidos a trés conjuntos de
dados. Deste modo, os objetivos especificos deste trabalho sao:

1) Abordar a estimacao por méxima verossimilhan¢a no modelo linear
com efeitos mistos tanto na sua formulagao marginal como hierarquica.
No caso do modelo em sua formulacao hierdrquica discutir a estimacao
mediante algoritmos tipo-EM.

2) Derivar as curvaturas requeridas para o procedimento de influéncia
local para o modelo eliptico linear com efeitos mistos sob diferentes
esquemas de perturbagao.

3) Aplicar o método de alavanca generalizado ao modelo linear com efeitos
mistos sob distribuicoes de contornos elipticos e examinar sua conexao
com o procedimento de influéncia local.

4) Examinar a capacidade dos métodos propostos para reduzir a in-
fluéncia de observagoes aberrantes mediante um estudo de sensibili-
dade em conjuntos de dados previamente analizados sob normalidade.



O trabalho contido nesta tese é organizado em quatro capitulos e trés apéndices.

O Capitulo [1l é dedicado ao estudo do modelo linear com efeitos mistos
considerando dois enfoques para a introducao de distribuigoes de contornos
elipticos, denominados neste trabalho como formulagoes marginal e hierarquica.
Para o caso da formulacao hierarquica consideramos uma subclasse das
elipticas conhecida como familia de misturas de escala normal (Andrews
e Mallows, 1974). Mostramos que a distribuicdo marginal para as respostas
observadas também pertence a classe das misturas de escala normal, simplifi-
cando desse modo a inferéncia estatistica uma vez que as densidades envolvi-
das podem ser avaliadas de maneira simples, fato que nao é compartido por
muitos modelos com efeitos mistos desenvolvidos para dados nao normais.
Na atualidade, o sucesso de qualquer técnica estatistica estd intimamente
relacionado a disponibilidade de software confidvel e eficiente para o ajuste
dos modelos por parte de usudrios de estatistica (veja Stromberg, 2004). De-
vido a tal fato, desenvolvemos métodos para a estimacao de parametros no
modelo linear com efeitos mistos em sua formulacao hierarquica. Disponibi-
lizamos uma biblioteca escrita em S e C para o pacote S-PLUS em que tais
andlises podem ser realizados.

No Capitulo2ldesenvolvemos diagndsticos de influéncia para o modelo eliptico
linear misto mediante o método de influéncia local (Cook, 1986) e de ala-
vanca generalizado (Wei et al., 1998). Derivamos a curvatura normal em
modelos lineares mistos sob distribuicgoes elipticas considerando diversos es-
quemas de perturbacao e examinamos a sua conexao com o método de ala-
vanca generalizado. Estendemos a definicdo da matriz de alavancas gene-
ralizadas para manipular modelos com dados incompletos. As quantidades
de interesse para tais procedimentos de diagndstico sao calculadas eficien-
temente usando o método de diferenciacao matricial descrito em Magnus e
Neudecker (1988). Os principais resultados neste tépico sao apresentados
no Apéndice A. No Apéndice Bl examinamos a equivaléncia entre alguns
métodos de diagndstico por eliminacao de casos e o procedimento de in-
fluéncia local.

No Capitulol3laplicamos a metodologia desenvolvida em alguns conjuntos de
dados provenientes de estudos em biometria. O exemplo final corresponde a
uma aplicagdo do modelo de Grubbs (Grubbs, 1948, 1973, 1983). Tal modelo
pode ser visto como um caso particular do modelo linear com efeitos mistos.
Contudo, desenvolvemos a influéncia para este modelo considerando-o como
um caso particular do modelo de Barnett (Barnett, 1969). Esses resultados
sao resumidos no Apéndice [C. Mediante a andlise de influéncia para cada
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um desses conjuntos de dados, notamos que os modelos desenvolvidos sob
distribuigoes de contornos elipticos apresentam propriedades de robustez
contra observacoes aberrantes assim como contra os vérios esquemas de
perturbacao considerados.

Finalmente, no Capitulo 4, apresentamos algumas consideracoes finais e
perspectivas de trabalhos futuros.

11



Capitulo 1

Modelo Eliptico Linear Misto

Neste capitulo apresentamos dois enfoques para introduzir distribui¢cdes de con-
tornos elipticos no modelo linear com efeitos mistos. Descrevemos a estimacio
por maxima verossimilhanga para cada um dos enfoques, finalmente abordamos
alguns aspectos computacionais.

1.1 Introducao

Considere o modelo linear com efeitos mistos (Laird e Ware, 1982) dado por

Y, =X,8+Zb;+e;, i=1,...,M, (11)

em que Y ; representa o vetor aleatério n;-dimensional das respostas obser-
vadas para o i-ésimo individuo ou grupo, X; e Z; sao matrizes de planeja-
mento n; X p e n; X q, respectivamente, 8 é um vetor p-dimensional de efeitos
fixos, b; denota um vetor g-dimensional de efeitos aleatérios e €; indica um
vetor de erros.

Um dos principais motivos pelos quais os modelos com efeitos mistos tém-
se tornado populares deriva da sua flexibilidade para modelar a estrutura
de correlacao intra-individuos, a capacidade de lidar tanto com dados ba-
lanceados como desbalanceados, assim como a disponibilidade de pacotes
confidveis para o ajuste de tais modelos, dentre os quais podemos destacar
a biblioteca para S-PLUS/R, Inlme (Pinheiro e Bates, 2000) o procedimento
SAS, Proc MIXED (Little et al., 1988) e em particular para modelos lon-
gitudinais a biblioteca para S-PLus OSWALD! (Smith, Robertson e Diggle,
1996).
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Normalidade é assumida freqlientemente tanto para os efeitos aleatérios b;
quanto para os erros €;, e as inferéncias classicas sao baseadas no modelo
marginal para Y; (veja por exemplo, Pinheiro e Bates, 2000 e Verbeke e
Molenberghs, 2001). Contudo, a suposi¢cao de normalidade tem sido criti-
cada pelo fato de nao ser realista, além de ser bem conhecido que a presenca
de observagoes aberrantes pode distorcer as estimativas de maxima verossim-
ilhanca assim como a inferéncia estatistica. Isto tem motivado o desenvolvi-
mento de metodologias robustas com o interesse de atenuar o efeito de tais
observacoes.

Para acomodacao de observacoes aberrantes em modelos lineares com efeitos
mistos, diversos procedimentos tém sido propostos. Por exemplo, Richard-
son e Welsh (1995) discutem a aplicagao de métodos robustos para méxima
verossimilhanga restrita, Richardson (1997) considera a estimacao de in-
fluéncia limitada para reduzir a acdo de observagoes aberrantes tanto na
resposta quanto nas variaveis explicativas, Gill (2000) sugere robustificar o
logaritmo da funcao de verossimilhanca e aplica o procedimento proposto
para estimagcao robusta em dados longitudinais e He, Cui e Simpson (2004)
propoem um método robusto para a andlise de dados longitudinais con-
siderando que a funcao que limita a influéncia de observagoes aberrantes, a
fungao p na literatura de métodos robustos (veja Huber, 1981), corresponde
ao logaritmo da densidade ¢ de Student univariada.

Neste trabalho consideramos dois enfoques para introduzir distribuicoes de
contornos elipticos no modelo linear com efeitos mistos. Tais enfoques sao
baseados no modelo marginal descrito por Lange, Little e Taylor (1989) e a
representagao hierdarquica dada em Pinheiro, Liu e Wu (2001). Ambos po-
dem ser considerados métodos para acomodacao de dados aberrantes e tém a
possibilidade de trazer informagoes uteis para a deteccao de tais observacoes.

Primeiramente, consideramos o modelo (1.1) em que b; e €; sao tais que
(b7, €T segue uma distribuicio de contornos elipticos com pardmetro de
posicao 0, matriz de escala A; = ¥ @ 3; e funcao geradora de densidade g,
em que ¥ é uma matriz simétrica ¢ X ¢ e X; é uma matriz simétrica n; X n;.

Deste modo, temos que

Y\ ind X8\ (Z2,9ZI+%;, Z,¥\ o
<bl> NECnrH](( 0 >7< \IIZ;‘F o >,g), 1=1,..., M.

Usualmente a inferéncia estatistica é baseada no modelo marginal para o
vetor de respostas. Usando as propriedades da classe eliptica, temos que os
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Y ; sao independentes e marginalmente distribuidos como
Y. M EC, (X8, Vig), i=1,...,M, (1.2)

em que V; = Z;WZ!' + ¥,. Consideramos que 3; = Z;(a) e ¥ = ¥(N)
sao parametrizadas por a e X vetores k e d dimensionais, respectivamente.
O modelo dado por (1.2) serd chamado modelo linear misto marginal. Uma
aplicacao deste modelo ao estudo de dados longitudinais é apresentado em
Osorio, Paula e Galea (2006).

Usando a classe de distribuicoes de mistura de escala normal podemos ex-
pressar o modelo linear misto hierdrquico (veja Pinheiro, Liu e Wu, 2001)

como
ind X3 \(Z2,%Z] +%;, Z;¥
v~ Nnﬂrq <( 0 ) 7/{’(1}1) < ‘I,ZlT v >> €

Y,
b;
ind

v; ~ H(v;v), i=1,..., M, (1.3)
ou, alternativamente, como

Yz|b2, (% igdd an (XZ,B + Zlbl, Ii(’l)l')zi), b1|Uz iZ\L-fd Nq(O, /@(UJ‘I’) (S
v M Hwsv),  i=1,...,M, (1.4)
neste caso ¥; = X;(a) e ¥ = W(A) representam as matrizes de escala

dos erros €; e dos efeitos aleatdrios b;, respectivamente, H(v;,v) denota a
funcao de distribuicao da varidvel de mistura e k() é uma fungao positiva.
Devido as recomendagoes dadas em Ferndndez e Steel (1999), neste trabalho
consideramos fixados os parametros de forma da distribuicao eliptica para o
enfoque marginal, assim como os parametros relativos a varidvel de mistura
v; no modelo hierarquico.

1.2 Modelo Linear Misto Marginal

Considere Y; = (Yj1,... ,Y;ni)T, 1 =1,...,M, vetores aleatérios indepen-
dentes seguindo o modelo marginal dado em (1.2), isto é, Y; ~ EC,, (X0,
Vi;g) para i = 1,..., M. O logaritmo da funcdo de verossimilhanca para

0 = (BT, a”, AT é dado por
M M
L(6) =) Li(0)=> {—3log|Vi| +logg(us)}, (1.5)
=1 i=1
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emquew; = (Y;—X;8)TV; (Y;—X:3),i=1,..., M, representa uma me-
dida de distancia ponderada pela matriz V';. Assumindo que g(-) é continua
e diferencidavel, podemos definir as quantidades

d g (u) d

Wal) = g8 =gty © W=y

W(u).
Seja T = (aT, )\T)T; as funcoes escore para 8 sao dadas por

qu OXI'VHY, - X:B8) e (1.6)
U(t) = (U(n), L Um)T, (1.7)
em que

M
1 e . I
U(rj) = =5 D e VI'Vi(i) = ai(®) r{ VIIVi() Vil
=1

paraj=1,... . l=k+d,r; =Y~ X;Beq(0) = —2Wy(w;),i=1,..., M.
Usamos a notagao V;(j) = oV ;/07;.

Considere o seguinte procedimento iterativo para obter a estimativa de
maxima verossimilhanca de 6:

Etapa 1. Avaliar as quantidades qzm = qi(O(T)), i=1,...,M e para T
fixado, atualizar 8" como

B+ (Zqz xTy;! ) Zqz IXTV(r)Y,  (L8)
em que V(1) = Z, ¥ (N Z] + Zi(a),i=1,..., M.

Etapa 2. Atualizar 70"t mediante maximizar o logaritmo da verossimil-
hanca concentrada, L(,B(TH)(T),T) = le\il Li(,@(T+1)(T),T), em que

LB (1), 1) = —L log |V;| + log g(;)

com U; = 7; V;1(T)7;, em que 7; = Y; — X;87Y (7). Desse modo atua-
lizamos 7"+ como

) = arg max{L(8" Y (1), )} (1.9)
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Deve-se repetir as etapas 1 e 2 até atingir convergéncia. Para efetuar a maxi-
mizagao em (1.9) podemos considerar um algoritmo secante multivariado
(veja, por exemplo, Dennis e Schnabel, 1996) em que as fungdes gradientes
requeridas pelo método sao dadas pelas fungoes escore em (1.7).

Na Tabela 1.1 apresentamos o valor de ¢(@) para algumas distribuigoes de
contornos elipticos.

Tabela 1.1: Valores de ¢(€) para algumas distribuigoes elipticas.

Distribuicao q(0) = —2Wy(u)
Normal 1

t de Student (v+n)/(v+u)
t de Student generalizada (v +n)/(v + u)
Pearson VII 2s/(r +u)
Logistica I 2tanh(u/2)
Logistica II u!/? tanh(u'/2/2)
Exponencial poténcia vu’t v £ %
Normal contaminada hi(uw)/ho(u)®

“hi(u) =1— 6§+ oym/2Hie=Mu/2 5= 0,1

A quantidade ¢;(8) = —2W,(u;) que aparece nas equacoes (1.6)-(1.7) pode
ser interpretada como um peso e, dado que g(u;) é em geral uma fungao de-
crescente temos que ¢;(0) > 0 para grande parte dos modelos elipticos. Em
particular, para as distribuicoes ¢ de Student e exponencial poténcia (v < 1),
qi(0) é inversamente proporcional a distancia de Mahalanobis. Desse modo,
observagoes com distancias u; grandes receberao pesos ¢;(6) pequenos, e
portanto o procedimento de estimacao em (1.8)-(1.9) tende a produzir esti-
mativas de parametros mais robustas contra observagoes aberrantes do que
o modelo normal. Esta influéncia é controlada pelos parametros associados
a funcao geradora, g. Tais pardmetros atuam como constantes reguladoras
(ou afinadoras) do procedimento de estimagao, que por sua vez corresponde
a um tipo de estimagdo M (Maronna, 1976; Lange et al., 1989 e Kowalski
et al., 1999).

A estimagéo dos efeitos aleatérios b; através do modelo linear misto marginal
bem como testes para os componentes de variancia sdo discutidos em Savalli,
Paula e Cysneiros (2006).
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Estimacao do Erro Padrao das Estimativas dos Parametros

Varios procedimentos podem ser considerados para estimar o erro padrao
dos estimadores de maxima verossimilhanca no modelo eliptico linear misto.
Neste trabalho estimamos o erro padrao das estimativas de méxima verossimi-
lhan¢a mediante a matriz de informagao de Fisher, que assume a forma bloco
diagonal (Lange et al., 1989; Mitchell, 1989)

ko) = (5 )

0 K(r)
em que
= Adgi o1, 1 =
K(ﬁ):ZTXi Vi'X; e K(1)=)» Ki(r) (1.10)
i=1 " i=1

O elemento (r,s) da matriz K;(7) é dado por

bows 4 fyi 2foi . L
Kipo(r) = 22 (00 1) 4 I V() VY
em que dg; = BE{WZ2(U;)Us}, fgi = E{W2(U;)U?} com U; = ||Z4||?, Z; ~
EC,(0,1,,:9) e by = tr{V;'Vi(r)}tr{V;1Vi(s)}. E possivel obter
expressoes em forma fechada das esperancas dg; e fg; para algumas dis-
tribuicGes de contornos elipticos.

Exemplos de dy; e fy; para algumas distribuicoes de contornos elipticos sao:

e t de Student com v > 0 graus de liberdade, t,, (p;, Vi, v)

i

dgi:ni( v4n; ) fgi:ni(n,-—l—2)< v+ n; )7

n v+n;+2 4 vV+n;+2

para v = 1 obtemos dgy; e fy; para a distribui¢ao de Cauchy, Cy, (p;, Vi).

e Exponencial poténcia, PE,,(p;, Vi, v) com parametro de forma v > 0.

Temos que
D= V2 (%2 +2) e n;i(n; + 2v)
9T oty p(my ¢ e T T

obtemos dg; e fg para a distribuicdo normal multivariada Ny, (p;, Vi),
fazendo v = 1.
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Porém, para distribuigoes tais como a normal contaminada ou logisticas tipo
I'e II o célculo das integrais dg; e fy; pode ser mais desafiante, sugerimos
entdo aproximar tais integrais usando técnicas de Monte Carlo ou aproxi-
magoes de Laplace.

Neste trabalho, estimamos as matrizes de dispersao para os estimadores de
méxima verossimilhanca 3 e 7 usando K ~1(8) e K~!(7), respectivamente.

1.3 Modelo Linear Misto Hierarquico

Nesta secao descrevemos o uso de algoritmos tipo-EM para estimagao por
méaxima verossimilhanca no modelo linear misto usando distribuicées na
classe das misturas de escala normal.

O algoritmo EM (Dempster et al., 1977) é um método bastante popular
para estimacao por maxima verossimilhanca em modelos com dados incom-
pletos. Uma caracteristica de interesse do algoritmo EM é que os dados
nao observaveis podem ser de natureza tedrica, fato que tem sido explo-
rado para a obtencgao de algoritmos numericamente estaveis para estimacao
por maxima verossimilhanca usando a classe das misturas de escala normal
(Lange e Sinsheimer, 1993; Jamshidian, 1999).

Seguindo Pinheiro et al. (2001) consideramos algoritmos tipo-EM para es-
timacao de parametros no modelo linear misto hierdrquico definido por (1.3)-
(1.4). Primeiramente, descrevemos um algoritmo ECM (Meng e Rubin,
1993) considerando b; e v; como nao observaveis. Posteriormente, apresen-
tamos um algoritmo ECM no modelo marginal obtido a partir da formulagao
hierarquica dada em (1.3) ou (1.4).

A densidade marginal de Y; no modelo linear misto hierarquico definido em
(1.4) é dada por

f@&z//ﬂMMMﬁ®m0%MHm%

em que f(y;|b;,v;) e f(b;|v;) denotam as densidades condicionais associadas
a (1.4). Como

Fwile) = [ Fulbi o) f o) db,
= |27k (v;) V4|72 exp{—1 £ (vi)u;}

comu; = (Y- X;8)"V; (Yi-XB8) eV, =Z,9ZI +%,,
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a densidade marginal de Y; é

fy;) = 2x V|72 /Ooo{/f(vi)}_"iﬂexp{—%"@_l(vz’)uz'}dH(vi)- (1.11)

Entao Y; ~ SMN,,(X;8,Vi;H), i =1,...,M. Este resultado é impor-
tante pois indica que a partir da formulagao hierdrquica em (1.4) obtemos
que a distribuicao marginal Y; também pertence a classe das misturas de
escala normal. Além disso, este resultado permite em algum sentido, justi-
ficar a modelagem de modelos lineares com efeitos mistos usando (1.2). Por
outro lado, usando (1.11) podemos expressar a densidade marginal de Y;
empregando uma formulagao hierdrquica como

ind
Yi”l)i = an (Xzﬁv H(vl)vl) €

ind

v; ~ H(vi;v), i=1,...,M. (1.12)

O logaritmo da funcéo de verossimilhanca de dados observados Y = (Y7,..., YT )T
para o modelo linear misto hierdrquico é dado por L(0|Y) = S-M 1,(0|Y),
com

Li(0]Y) = log /Ow{ﬂ(vi)}ni/z exp{—3 £~ (vi)ui} dH (v;)

—Llog|Z,WZ] + 5| +c. (1.13)

Notamos que a densidade (1.13) pode ser avaliada de forma relativamente
simples, uma vez que somente é requerido resolver uma integral unidimen-
sional. Fato que nao é compartilhado por outros modelos lineares com efeitos
mistos para dados nao normais. Por exemplo, no caso de modelos lineares
generalizados mistos (veja McCulloch e Searle, 2001. Cap. 8), a densidade
marginal é o resultado de uma integragao g-dimensional.

Por outro lado, também é possivel utilizar procedimentos de aproximagao
tais como o método de Laplace (veja Kass, 1997) para resolver a integral
em (L.13). Veremos na Secao [1.3.3] que para muitos membros da familia
de distribuigoes de mistura de escala normal a integral em (1.13) pode ser
resolvida analiticamente.

Neste trabalho optamos por abordar a estimacao de parametros no modelo
linear misto hierdrquico usando algoritmos tipo-EM. Nas subsecoes a seguir
consideramos algoritmos ECM baseados nas equacoes (1.4) e (1.12).
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1.3.1 Algoritmo ECM quando b; e v; sao nao observaveis

Seja Y. = (YT b1, vT)T o vetor de dados completos, em que Y = (Y7, ...,
Yﬂ)T representa o vetor de respostas observadas para os M individuos,
b= (bl,...,bl,)7 denotam os efeitos aleatérios e v = (v1,...,var)" corre-
spondem as varidveis de mistura. Aqui consideramos que (bT,'vT)T é nao

observavel. O logaritmo da func¢éo de verossimilhanga para os dados com-
pletos Y. é dado por L(0]Y ) = Zf\il L;(0]Y.), com

—1/,,. _
Li(0]Y ) = — 3 log |3] — KT(U) YVi—X:B-Zb)"S 1Y — X8~ Z;b;)
— 1 log [ @] — () T Wb, + log h(vi; v) + ¢, (1.14)
em que h(v;;v) é a funcdo de densidade da varidvel de mistura com vetor
de parametros v e ¢ denota uma constante.

Usando a representagao hierarquica dada em (1.3) temos que a distribuigao
de b; condicional a (Y';,v;) segue uma distribui¢do normal com parametros

E®i|Yi,v) =9ZIV Y(Y, - X:8) e
Cov(b;|Yi,v;) = k(v;) (¥ —®ZI'V1Z,®).

Deste modo, a esperanca condicional do logaritmo da funcao de verossimil-
hanca para dados completos, também chamada de fungao @, para o modelo
(L.4) ¢é R R

Q(010) = E{L(6]Y.)|Y, 6},

em que Q(6]8) = M Qi(6]6), com Qi(6]8) = Q1:(8,al8) + Qu(A6),
dadas por

Qi(B,al0) = — Llog || — s 0r =71 2,9, 2T
—IR(Y - XiB - Zb)TSTHY - XuB - Ziby), (1.15)
Q2i(A|B) = — Llog |®| — L tr &~ (7;Bd, + ), (1.16)
em que

Ri=EE(v)|Y:,0), bi=EW®|Y;,0) e € =r"(v;)Cov(b;|Y;,0).
Deste modo, obtemos
b =0z (Z,9Z] + )" (Y, - X:B)
— (O 2Tz ZTS Y, - XuB) e (1.17)
Q=0 - 9z7(2;927 + ) '2,¥ = (& + 278 Z)"L. (1.18)
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Tipicamente as esperangas condicionais k; dependem das distancias u;. Note
que

wi(0) = (Y — X:B)" (2,9 2] + ) 1(Y; - X:3)
AT ~ —1~ ~ ~. ra-1 ~ ~
Temos entao que a distancia uz(a) pode ser decomposta em duas outras

dlstanmas dev1das aos efeitos aleatdrios estimados b e aos residuos e; =
Y, - X; [3 Z,; bl, respectivamente.

Considere o seguinte algoritmo ECM, que maximiza o logaritmo da funcao
de verossimilhanca iterativamente mediante as etapas resumidas a seguir:

Passo E: a partir de estimativas iniciais para 6 = 6 e usando (LI7) e
(1.18), calcular b;, Q; e K; parai=1,..., M.

Passo CM: maximizacao da esperanca do logaritmo da funcao de verossimi-
lhanga de dados completos, (0]0).

Passo CM-1: fixando o« = & atualizar ,[Ai como:
(Z XIS ) Z 7 XTS (@) (Y — Ziby).

Passo CM-2: fixar B = (3 e atualizar & mediante maximizar Q(6|8) com
respeito a a

& = argmax{Q1(B(), a[0)}.

[e%
Passo CM-3: atualizar A mediante maximizar Q(0|a) com respeito a A

X = argmax{Qz(A|9)},
A

em que Q1(B,10) = Y11, Qui(B,al8) e Q2(Al8) = 3, Q2i(AlB) com
Q1:(B, a|0) e Q2;(A|0) dadas em (1.15) e (1.16).

As etapas CM-2 e CM-3 deste algoritmo ECM devem ser resolvidas usando
métodos iterativos. Com este objetivo é possivel considerar, por exemplo,
procedimentos quase-Newton.
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1.3.2 Algoritmo ECM quando os b; sao integrados

Integrando os efeitos aleatérios em (1.4) ou, equivalentemente, considerando
a formulagao hierarquica dada em (1.12), podemos abordar a estimacao de
parametros no modelo marginal para Y; via um algoritmo tipo-EM. Neste
caso, o vector de dados completos ¢ Y. = (YT, vT)T em que as varidveis de
mistura v = (vy,...,var)” sdo consideradas nio observéveis.

O logaritmo da funcao de verossimilhanca para os dados completos Y. as-
sume a forma L(0Y ) = Zf\il L;(0Y.), com

k1 Vg —
Li(0]Y o) = — L log |Vi| - “ (Y, - X:B) TV (Y — X.iB)
+log h(vi;v) + ¢, (1.20)

em que, como anteriormente, h(v;;v) é a funcao de densidade da varidvel
de mistura, ¢ representa uma constante e V; = ZZ-\IIZ'{ + 3.

A @-fungao no modelo definido por (1.12) assume a forma Q(G\g) = Zf\il Q1(0|§)
com

Qi(010) = —Llog|Vi| - 7Y — X:8)T V7YY — X,8), (1.21)
em que ®; = E(k~1(v;)|Y,0), parai=1,..., M. Desde que
b =E(b|Y:,0) = 02TV, (Yi- X,B), i=1,...,M,

~

podemos calcular eficientemente as distancias u;(@) mediante (1.19) que por
sua vez permite avaliar os pesos k; de forma simples.

Deste modo, um algoritmo ECM para estimacao de parametros no modelo
definido por (1.12) é dado pelas duas etapas resumidas a seguir:

Passo E: usando estimativas iniciais para 8 = 5, obter K, it =1,..., M.
.~ T oTop . ~
Passo CM: atualizar 8 = (8 ,a ,A )’ mediante maximizar Q(0|0) com

respeito a B, e A R R
0 = argmax{Q(0|0)}.
0

Observamos de (1.21) que a etapa CM do algoritmo ECM dado acima é
equivalente a estimacao por méaxima verossimilhanca no modelo linear misto
sob normalidade com a inclusdo de pesos K; para cada individuo. Pinheiro
et al. (2001) notam que este algoritmo ECM pode ser implementado usando
as facilidades de softwares tal como o procedimento Proc MIXED do SAS
ou a funcao para S-PLUS Ime da biblioteca inlme.
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1.3.3 Esperancas condicionais para os algoritmos tipo-EM

No passo E dos algoritmos ECM considerados nas Secoes 1.3.1] e 1.3.2
requer-se o calculo dos pesos k; = E(k~1(v;)|Y;,0). A seguir apresenta-
mos férmulas de k; para algumas distribuicoes de mistura de escala normal
freqiientemente utilizadas.

Usando (1.5), a forma geral para a esperanca condicional, E(k~!(v)|Y) é
dada por

XL k() /24D exp{—k~H(v)u/2} dH (v

Jo Aw ()} 2 exp{—r~1 (v)u/2} dH (v)
Esta esperanca da distribuicio a posteriori da funciao x~!(v) em (1.22) pode
ser avaliada usando, por exemplo, o método de Laplace (veja Kass, 1997).
Contudo, para muitas distribui¢oes na classe das misturas de escala normal
é possivel obter expressoes em forma fechada para (1.22).

Distribuicao t de Student generalizada. A distribuicao ¢ de Student ge-
neralizada, Gt, (@, V,v,7), v,v > 0 pertence a classe das misturas de escala
normal com k(v) = 1/veV ~ Gama(v/2,7/2), em que H(v) tem densidade

(7/2)1//21}1//2—1

h(v;v) = exp(—370), v = (1),

L(v/2)
deste modo a esperanca condicional em (1.22) fica dada por
v+n
E(v 1()|Y) = .
(M) =2

Note que a distribuigao ¢ de Student é recuperada quando v = v. Pinheiro
et al. (2001) utilizam a distribuigao ¢ de Student para modelagem robusta no
modelo linear com efeitos mistos atribuindo pesos as observagoes mediante
a esperanca condicional E(k71(0)|Y) = (v +n)/(v + u).

Distribuicdao Slash. Para a distribuicao slash (Rogers e Tukey, 1972; Lange
e Sinsheimer, 1993), temos que k(v) = 1/v e a varidvel de mistura tem
densidade

h(v;v) = vo’ 1, 0O<v<lev>0.

Considere a seguinte fun¢ao gama incompleta:

1
G(a,b):/ ralebr dr.,
0
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Logo, a esperanca E(x~!(v)|Y) para a distribuicio slash fica dada por

(n/2+v+1,u/2)
G(n/2+v,u/2)

B(s()y) = &

Seja Py (a,b) a funcao de distribuicao de uma varidvel aleatéria Gama(a, b),
isto é

b x
Px(a’ b) = F(a) /0 Taflefbr dr,

deste modo é possivel avaliar a esperanca condicional em (1.22)) usando as
facilidades dos pacotes estatisticos (veja Jamshidian, 1999) como

n+ 21/) Pi(n/24+v+1,u/2)

E(x'(0)]Y) = ( Pi(n/2+v,u/2)

U

Distribuicao Normal Contaminada. No caso da distribui¢do normal con-
taminada multivariada, CN,(u,V,9,7), 0 < § < 1e 0 < v < 1 (Little,
1988), temos que k(v) = 1/v e a varidvel de mistura discreta V' tem funcao
de probabilidade

0, se v =1,

h(v;v):{ 1-9, sev=1,

em que v = (§,7)T. A esperanca em (1.22) para esta distribuicdo resulta

em
1—6+ 57n/2+16(177)u/2

1— 6+ oyn/2e—)u/2 ~

E(v(0)]Y) =

Distribuicao Exponencial Poténcia. E possivel caracterizar a distribuicao
exponencial poténcia na classe de misturas de escala normal (West, 1987;
Lange e Sinsheimer, 1993) para 0 < v < 1, em que a varidvel de mistura
corresponde a uma distribuicao estavel positiva, S* (a) deindicea,0 < a <1
(veja West, 1987 e Chen e Dey, 1998). Deste modo, em lugar de avaliar (1.22)
adotamos o enfoque sugerido por Lange e Sinsheimer (1993, Sec. 3).

Escrevemos a densidade exponencial poténcia como
27V |12 exp{—n(u)/2},

em que n(u) = u” + nlog2mwe, e ¢, é a constante de padronizagdo. Logo
7' (u) corresponde a E(k~1(u)|Y’), obtendo-se
0 (u) =vu’", emqueu#0ev# %
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Estimacao do Erro Padrao das Estimativas de Parametros

A partir da equagao (1.11)) e usando a representagao das misturas de escala
normal dada em Lange e Sinsheimer (1993) podemos considerar

t(u;) = —2log /Ooo{ﬁ(vi)}""/Q exp{—%ui}dH(vi).

Agora, analogamente ao caso marginal definimos Wi(u) = —3#'(u) e faze-
mos dy; = E{W2A(U)U;}, fu = E{WE(U;)U?} com U; = ||Z;||?, Z; ~
ECy,(0,1,,;9%) em que g*(u) = (2m)~™/2 exp(—3t(u)). Desse modo pode-
mos utilizar a expressdo da matriz de informagcao de Fisher dada em (1.10)
para obter uma estimagao da matriz de dispersao para o estimador de
maxima verossimilhanca 6.

1.4 Consideracoes Computacionais

Nesta secao revisamos alguns elementos computacionais relativos aos algorit-
mos tipo-EM considerados previamente. O principal interesse é apresentar
formas eficientes para a estimacao de parametros no modelo linear misto
hierarquico. Este objetivo é alcancado mediante utilizar decomposigoes ma-
triciais. Nossa exposicao segue algumas idéias e notacao usadas em Bates e
Pinheiro (1998) e Bates e DebRoy (2004).

Para eficiéncia computacional consideramos o modelo hierdrquico dado em
(L.3)-(1.4) tal que Y;|b;,v; ~ Ny, (XiB + Z;b;, k(vi)¢I) e fatoramos ¢ > 0
como ¥ = ¢D. A seguir decompomos a matriz de precisdao D~1(\) usando
um fator raiz-quadrada, como

D' =ATA. (1.23)

O fator A = A(X) pode ser obtido usando, por exemplo, a decomposigao
Cholesky (Golub e van Loan, 1996. Cap. 4). Notamos que no modelo
hierarquico (1.3))-(1.4) a matriz ¥ () deve ser positiva definida. De fato a de-
composigao em (1.23) permite estimar A assegurando tal restri¢ao. Usando
as parametrizagoes discutidas em Pinheiro e Bates (1996) podemos expressar
A como funcao de A e deste modo simplificar o procedimento de otimizacao.

Note que, quando os efeitos aleatdrios b; e as varidveis de mistura v; sao con-
siderados nao observaveis, o logaritmo da funcao de verossimilhanca de da-
dos completos para 8 = (87, ¢, AT)T, resulta em L(0]Y ) = Zf‘il L;(0)Y.),
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em que
Li(OlY ) == 257 log o — "5 (Y — X8 — Z:b))T (Y — X8 — Z:by)
1 log|D| — == Ul) b/ D~'b; + log h(vi;v) + ¢,
agora, como |D|~! = |A|?, temos que
Li(O]Y) = = "5 log ¢ — ") [V — Xif — Zib|?
+log |A| — “7”2) ||Ab;||? + log h(vi; V) + c.

Deste m(ido Q(0|§) = Zi‘il Qi(0|§), em que Qz(9|§) = Qli(5>¢|§) +
Q2:(\, 0|0), com

Qui(B,910) = — "5 log ¢ — g5 tr ZiLZ] — G5 RillYs — XiB — Zibil|” e
Qai(A, 610) =log|A| - & tr ARDD, +Q)AT.
Analogamente a (1.17) e (1.18), temos que
b; = (ﬁ_1 +27Z)7 2] (Y- XiP)
(A'A+ 2] 2) Z](Yi - X.B)

Podemos tornar eficiente o procedimiento de estimacao mediante avaliar as
expressoes anteriores usando uma decomposicao ortogonal-triangular, fre-
quentemente conhecida como decomposigao QR (Golub e van Loan, 1996.
Cap. 5), da forma

Ry Rz
(Zi; Xi)=Quy | 0  Ray |, (1.24)
0 0

para n; > p + ¢, em que Q;) é matriz ortogonal n; X n;, Ryi) e Raog)
sao matrizes triangulares superiores ¢ X ¢ € p X p, respectivamente e RlZ(i)
é matriz ¢ x p. Em (1.24) também podemos supor que posto(Z;) = ¢, em
cujo caso Ryy(;) € matriz nao-singular. Aplicando o fator ortogonal a Y
obtemos

Q)Y = (s Cai) C31)
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A decomposicao anterior pode ser agrupada na matriz aumentada

Rll(i) R12(i) C1(i)
(Zi, X3, Yi) = Qy 0 Ry o |- (1.25)
0 0 C3(i)

Para introduzir idéias, considere decompor a matriz de produtos cruzados
(ZZ', XZ', YZ)T(Z,L, Xi, Yz) como

zlz, zrx, zl'vy;
X[z, X[X; X]Y:|=GGu,
vz, YIX, Y!Y;

em que G;) corresponde ao fator triangular dado em (1.25). Logo, podemos
notar que o fator Cholesky T'(;) da seguinte decomposigao:

z'z,+ D' zl'x, zly,
xTz, X!/X; X]Y;|=T,Tg
Y!Zz, YIx;, YTy,

é equivalente ao fator triangular da decomposicao ortogonal-triangular,

AN 0 0 Ti16) Tiow tizg)

Ry Rizu) € 0 Tau ta34)
0 Ry ¢ 0 0 t330)
0 0 C3(; 0 0 0

T
= S@) ( é’) : (1.26)

Portanto, temos que
1Y = X — Zibil|* + || Ab)||* = a" T, Tya = [Tl
= |It13¢1) — T12(:)8 — T11ybil|* + I[t2s(s) — Too(i)BII° + t§3(i)
para a = (—b! , -3, 1)7.

A partir de estimativas iniciais para 6, e usando a decomposicao em (1.26)

~

podemos avaliar as distancias u;(0) dadas em (1.19), como
1 ~ ~ PO
ui(6) = Z{HYz‘ — XiB — Zibi|* + || Ab|*}

1 ~ ~ ~
= Z {IIt1a¢) — Tr2)B — Tra(ybil > + lltasy — T2 BI° + 75:2»,3(1')}-

(1.27)
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Por outro lado, temos que

bi=(A"A+ 2T Zz) 2T (Y - XiB)

= (TT»yTu) Tl (bise — Trz)B)
= T1_11(¢) (t13¢) — Tr2(0)B);

ou seja, b = E(b;|Y, 5) pode ser obtido eficientemente como a solucao do
sistema triangular

Ty b = t134) — T12(i)B, (1.28)
também temos que
~ ~ AT ~ _ B B
Q=0(A A+Z7Z) " =0T\, Thy, (1.29)
Seja
7 R11(Z)> 7 <R12(2)>
Ry = , Ryguy =
11(3) ( 0 10(3) Ron)
e Ci(j) = (c{(i), cg(i))T, Co(i) = €3(;)- Deste modo a decomposigao em (1.25),
resulta em - -
Ry1iy Riog 51@))
Z;, X, Y) =Q c :
( )= Q) < 0 0 Zop
Defina a resposta de trabalho como w;) = ¢(; _Rll(i)giy parai=1,..., M.

Note que a estimativa B da etapa CM-1 do algoritmo ECM dado na Secao
1.3.1/ é equivalente a solucao do sistema triangular

RyoB = co, (1.30)
em que Ryg e ¢y s@o obtidos a partir da decomposicao QR,

\/ERIO(I) \/EW(l) R c
: : Q0< 00 0). (1.31)

C 1

VEuM Rioary VEM W

Para 3 = ,@ eA=A fixados, temos que o estimador de ¢ é dado por

b TLAQ A  X-B—27Z.b: 2L AD: |2
¢ = N+M Z{trZﬂZ +AQA" )47V~ XiB-Zibil P+ Ab )},
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em que N = Zf\i 1 n; denota o ntimero total de observacoes.

Na etapa CM-3 do algoritmo ECM da Secao [1.3.11 é requerido maximizar
Q2(X, ¢]0) com respeito a A para ¢ = ¢ fixado. Temos que

o~ o ~=~T ~
Q2(X.910) = Mlog|A| — & tr A{YL, (Ribid; +€2:)}AT

e Y
com A = A(X). A soma le\il (Ribib; + ;) é fixa na etapa CM-3 neste
algoritmo ECM e pode ser avaliada de forma eficiente usando a seguinte
decomposicao ortogonal-triangular:

Vi by
=T
\/ngu)
N
T
Jorih,

com @, matriz ortogonal de orden M(g+ 1) e R matriz triangular superior
q X q. Deste modo obtemos,

Q2(X, 6|6) = Mlog|A| — % tr AR} R,A”.

Sugerimos otimizar Q2 (A, 5\5) usando um método secante multivariado (Den-
nis e Schnabel, 1996. Cap. 9). Este algoritmo miny{—Q2(X, $|6)} mediante
a iteracao

AEED —A®) L 5p 0 k=0,1,..., (1.32)

em que p; representa uma direcao de busca, definida como

P = —Hsz()\(k))
com Hj sendo uma aproximagao da inversa da matriz hessiana Q,(N\)
dada pela atualizagio BFGS, Q4(X\') = 0Q2(X, ¢[0)/OX[\=x e 0y denota
o tamanho do passo. O vetor gradiente Q,(\) requerido para o método tem
elementos dados por

Qx(j) = Mtr ATNA()) — 5 tr A() Ry Ry AT — Z%trARbTRbATU),

em que A(j) = A(X)/ON;, para j = 1,...,d.
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As equagbes (L.27) a (1.29) apresentam maneiras extremamente eficientes
para calcular a etapa E para os algoritmos ECM das Secoes [1.3.1 e [1.3.2.
De fato, a etapa E apresenta-se de baixo custo computacional e, deste modo,
podemos executar a etapa E antes de cada etapa CM obtendo um algoritmo
ECM multiciclo (Meng e Rubin, 1993).

A seguir apresentamos a (r+1)-ésima etapa da versao multiciclo do algoritmo
ECM dado na Secao [1.3.1, usando os métodos computacionais descritos
acima.

Algoritmo 1
Aplicar a decomposicao (1.25) a (Z;, X;,Y;) parai=1,..., M.

Passo E: wusando estimativas da r-ésima etapa, 0 = 0 calcular Bi, f\lz

~

usando (1.28) e (1.29), obter u;(@) como
1 ~
u;(0) = Z {I[t235) — T22(i)/3||2 + t§3(z’)}

e avaliar ®; = E(k = ()| Y5, 5) usando as expressoes desenvolvidas na Se¢ao
1.3.3 para alguma mistura de escala normal particular.

Passo CM multiciclo: maximizagao da esperanga do logaritmo da fungao
de verossimilhanga de dados completos, Q(€|6) usando uma seqiiéncia de
passos CM.

Passo CM-1: atualizar 871 como a solucgéao do sistema
R8T = ¢,
em que Ry e ¢y sdo obtidos da decomposi¢ao em (1.31).
Passo E: executar o passo E com 0= (,B(T'H)T, o), )\(T)T)T.
Passo CM-2: fixar B = BT, X = A" e atualizar ¢ 1 como

1

M
(r4+1) _ - (r) -~ o alr+1)))2 2
Y = e AMa9 + 2 Rtz ~ T + 30 }-
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Passo E: executar o passo E com 6 = (,B(T‘H)T, prtD), )\(T)T)T.
Passo CM-3: fixar gg = ¢(t1) ¢ atualizar A+ mediante

A = argmin{-Qa(A. o+ 0)) (1.33)

Resolvemos o subproblema (1.33) usando (1.32). Inicializamos o algo-
ritmo dado em (1.32) por meio de A). Seja A* o valor de convergéncia
da seqiiéncia definida por (1.32), deste modo tomamos AT+ = A*,

Entdo, fazer 0" = (,8(’”’1)T,¢(T+1),/\(T+1)T)T e voltar & etapa E. O algo-
ritmo ECM itera entre os passos E e CM até que a seqiiéncia o) atinja a
convergeéncia.

A seguir integramos os efeitos aleatdrios a fim de obter a densidade marginal
f(y;). O objetivo agora é expressar esta densidade marginal usando uma
formulagao hierarquica como em (1.12), permitindo assim apresentar um en-
foque eficiente para estimagao de parametros usando uma versao multiciclo
do algoritmo ECM considerado na Segao [1.3.2. A partir dos procedimentos
computacionais discutidos anteriormente temos que

_ |A| KL () 2 | 42
fy;lvi) = {271'@5/{(2}1‘)}*”2'/2 exp{— 24 (Ht23(i) - T22(z’):3’| + t33(i))}
kL V;
X/{Qﬂﬁﬁﬁ(vi)}q/z exp{— 2(55 ) [t155) — T12()B — Tr1()bil [} db;.

(1.34)

Notando que T'y;(;) ¢ uma matriz nao singular, podemos considerar a seguinte
mudanga de varidveis:

K2 (v;)

9=

cujo diferencial é dado por dg; = —{Ii_1<’l)i)/(ﬁ}1/2T11(i) db;, agora como

(ti3i) — Ti2(i)B — Tri1(iybi)

IT11() 1> =27 Z;+ AT A e devido a que posto(Z;) = ¢, temos que a matriz
Z;TFZZ- + AT A é positiva definida, e portanto o Jacobiano da transformacao

resulta em 1( )14/
K V; q/2
0= gl = {57} T
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Logo, a integral em (1.34) é dada por
_q/2 l{_l(’ui) 2
{2mdr(vi)} 97 exp{—==55" [[t13¢) — T12(:)8 — T11(:)bs| |} db;
— e [ 2m P exn(-} gl dg,
IT11()]
= 1/‘T11(i)|‘

Finalmente, obtemos que a densidade marginal f(y,) assume a forma

. |A
f(y) = (2me) /2 =
W) = )
o ; kL Vi
)y expd = Ity = T B + £y HAH ()

(1.35)

Como |Tyy|* = |1Z¥Z; + ATA|, entdao o fator em (1.35) resulta em
|A[/|T 11| = |Z;DZT+1,.|7'/?, e portanto a densidade marginal derivada
acima é equivalente a apresentada em (1.11).

Seja ur(0) = (||tase) — Tz BII* + t%g(i))/éb e Vi =2,DZ! +1,, para
i=1,..., M, entao (1.35) pode ser escrito como

fly;) = [2mVi|~1/2 /OOO{/-f(vi)}_m/2 exp{—5 k" (vi)ui} dH (vy).

Considere agora

133(i) 0

Logo, temos que uX(0) = ||[t; — U;8||?/¢, para i = 1,..., M. Deste modo a
densidade marginal em (1.35) pode ser formulada usando a seguinte estru-
tura hierarquica:

ind

tilvi ~ Ny, (UiB, 0r(v;)VY) e

ind

v; ~ H(v;v), 1=1,..., M.

A funcgao @ associada assume a forma Q(9|5) = Ef\i 1 Qi(H\a), em que

Qi(010) = % log ¢ — Llog |V — 3 Rillt: — Ui (1.36)
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e R = B(k~1(v;)|t;, 0), para i =1,..
mente é preferivel escrever @Q;(0]0) como

~ | A
Qi(6]6) = —Zi log ¢ + log (|T11(")‘

Considere a seguinte decomposicao QR:

VE1To0) VRt

,M. Nao obstante, computacional-

) - ﬁ Ki([ltazq) — T22(i)BH2 + t?gg(i))'

T t
| ; Qo( y t_ol), (1.37)
VEM Tany  VEM taz)

logo a funcao @ em (1.36) pode ser expressa como

M
Q(016) = — Flog ¢ — 55 {[[t1 |1 + |[to — TooBI* + > Rit3a0:)}
=1

S A
+§log (|T11(i)|). (1.38)

Podemos perfilar a funcao ) obtendo expressoes explicitas para ,@ e $ condi-
cionais ao valor de A e deste modo tornar mais simples o passo CM do
algoritmo ECM apresentado na Secao [1.3.2. Adicionalmente, isto permite
escrever uma versao multiciclo de tal algoritmo.

Para T ndo singular, o valor para @ que maximiza Q(8|6) em (1.38) sa-
tisfaz o sistema triangular

TooB(A) = t.

Substituindo B()\) em (1.38) obtemos que Q(0|§) ¢ maximizada com relacao

a ¢ para
1 M
Ty 2 ~ 42
P(A) = N {Ht—lH + ;:1: Ri t33(i)}'

Deste modo a funcao @) perfilada assume a forma

Q(AIB) = Q(B(N), 5(A), A1B) = ¢* — ¥ log G(A +Zlog( NCED

|T11(2) |
em que ¢* representa uma constante.

Finalmente, apresentamos a (r+1)-ésima etapa da versao multiciclo do al-
goritmo ECM dado na Secao [1.3.2/ usando os procedimentos descritos ante-
riormente.
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Algoritmo 2
Aplicar a decomposicao (1.25) a (Z;, X;,Y;), parai=1,..., M.

Passo E: wusando estimativas da r-ésima etapa, 6 = 6" calcular u;‘(a)
como

~ 1 -~
ur(8) = 3 {Ilta3) — Taan B> + s}

e avaliar ®; = E(k~1(v;)|t;, 0), para i = 1,..., M, usando as expressoes de-
senvolvidas na Secao [1.3.3| para alguma mistura de escala normal particular.

Passo CM multiciclo: maximizacao da esperanca do logaritmo da fungao
de verossimilhanga de dados completos, Q(€|6) usando uma seqiiéncia de
passos CM.

Passo CM-1: atualizar B(TH) como a solucao do sistema
TooB" ) = 1o,
em que T e to sdao obtidos da decomposicao em (1.37).
Passo E: executar o passo E com 0= (,B(T+1)T, ), )\(T)T)T.

Passo CM-2: fixar ,@ = g+, X = A" e atualizar &1 como
1 M
(r+1) _ L 2 ~ 2
¢ = {||t—1\| + ;1 Ki 7533(1')}‘

Passo E: executar o passo E com 6 = (,B(Hl)T, Pt )\(T)T)T.
Passo CM-3: fixar B = gUr+D), $ = ¢(rt1) ¢ atualizar AT como

AT = arg min{—Q(X[6)},
A
em que Q()\|b\) ¢é dada em (1.39).

Entao, fazer (") = (,B(TH)T,¢(’"+1),)\(’"+1)T)T e voltar & etapa E. Este al-
goritmo itera entre os passos E e CM até que a seqiiéncia o) atinja con-
vergéncia.
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As decomposigoes matriciais consideradas nesta se¢do provém de métodos
eficientes para estimacao de parametros no modelo linear misto hierarquico,
permitindo avaliar de forma simples e rdapida as expressoes envolvidas nos
algoritmos tipo-EM considerados. Além de reduzir a dimensao das quanti-
dades que devem ser manipuladas e armazenadas.

Com efeito, (1.25) corresponde a uma pré-decomposicao que é executada
somente em uma ocasiao e pode ser armazenada na matriz de dados original

Z, X Y,
Zy Xy Yu

Por outro lado, a decomposigao (1.26) é calculada no inicio de cada passo E,
note porém que nao é requerido armazenar muitas das matrizes envolvidas
nesta decomposicao.

~

O algoritmo 1 desta segao requer o armazenamento de u;(0) e k; assim como
de b; e T'y1(; parai = 1,..., M, com motivo de avaliar Q2(X, #|0) na etapa
CM-3. Adicionalmente, esta versao multiciclo requer o armazenamento de
t23(i)> T'22(i) € t33(:), © = 1,..., M, que pode ser liberado antes da etapa CM-
3. Notamos que este algoritmo sem a modificacao multiciclo nao precisa de
armazenamento para ta3(;), T'ag(;) € £33(i)-

No caso do algoritmo 2 apresentado nesta se¢ao somente ¢ requerido ar-
mazenar a3y, Loy € t33(;), ¢ = 1,..., M, para a atualizagdo de B e ¢
nas etapas CM-1 e CM-2, respectivamente, assim como para os passos E na
versao multiciclo. Apreciamos também que o espago armazenado pode ser
liberado antes da etapa CM-3. Note que fica ficil avaliar a fungao Q()\la)
dada em (1.39), uma vez que A e T'j;(;) sdo matrizes triangulares e portanto
seu determinante é o produto de seus elementos diagonais, permitindo deste
modo simplificar o procedimento de otimizacao requerido na etapa CM-3.

Finalmente, a estrutura geral apresentada em (1.3)-(1.4) pode ser recuper-

R 1/2 ,1/2
ada usando um fator raiz-quadrada de X7 como X7 = X¥ " ¥¥"" com
¥, = ¢X7 em que X7 representa uma versao escalada de X; e deve-se
considerar

—1/2 —1/2 —1/2
vi=x:"v, X;=%r"X, ¢ z;=%r"2,
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deste modo, obtemos que
ind ind
Y|bi,vi ~ Np (X758 + Zibi, ¢r(vi)I),  bilv; = Ng(0,¢r(v;)D) e
Uii’T\LJdH(Ui;I/), i=1,...,M,

seguem a formulacao hierarquica utilizada no desenvolvimento das expressoes
computacionais derivadas nesta se¢ao. Note que o Jacobiano da trans-

formagao resulta em |[J(Y,; — Y7)| = ]2?71/2\. Logo, considerando o
seguinte vetor de dados completos Y7 = (Y*T, b, v")T com Yy = ( TT,
.,Y}‘\;)T, b=(b!,... b2 cv=(vy,...,u0)7, obtemos
M
1/2
LO|Ye) =~ log || + L(O]Y?)
i=1

que é equivalente a equagao apresentada em (1.14).

1.4.1 Implementacao

Os procedimentos computacionais descritos neste capitulo formam a base de
uma biblioteca para S-PLUS, roblme para o ajuste de modelos lineares com
efeitos mistos hierarquico usando a classe das misturas de escala normal.

A biblioteca Iroblme utiliza as facilidades das rotinas numéricas disponiveis
em BrLAs (Lawson, Hanson, Kincaid e Krogh, 1979; Dongarra, DuCroz,
Hammarling e Hanson, 1988 e Dongarra, DuCroz, Hammarling e Duff, 1990)
para operacOes matriciais béasicas e LINPACK (Dongarra, Bunch, Moler e
Stewart, 1979) para as decomposi¢oes matriciais e solugao de equagoes line-
ares. O cédigo fonte em S, C e FORTRAN da biblioteca roblmel esté disponivel
em http://www.ime.usp.br/~osorio/roblme/|
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Capitulo 2

Diagnodsticos de Influéncia

O objetivo deste capitulo é desenvolver diagndsticos de influéncia para o mo-
delo eliptico linear misto apresentado no capitulo anterior. Aplicamos o método
de influéncia local proposto por Cook (1986) e Zhu e Lee (2001) sob diversos
esquemas de perturbacdo no modelo linear com efeitos mistos considerando dis-
tribuicdes de contornos elipticos seguindo as formula¢des marginal e hierdrquica
discutidas no Capitulo 1. A partir da proposta de Wei, Hu e Fung (1998)
aplicamos o método de alavanca para modelos com dados incompletos. As
quantidades requeridas nos procedimentos de diagndstico considerados neste
capitulo s3o calculadas eficientemente usando a metodologia de diferenciacao
matricial descrita em Magnus e Neudecker (1988).

2.1 Introducao

Em estudos de modelagem estatistica, uma etapa de reconhecida importancia
corresponde a validagao das suposi¢oes do modelo mediante estudos de sen-
sibilidade. Cook (1986) prop6s um enfoque geométrico para a verificagao das
suposigoes do modelo assim como a identificagao de dados aberrantes e/ou
influentes, por meio de estudar o efeito de introduzir pequenas perturbacoes
no modelo (ou dados) usando uma medida de influéncia apropriada. Esta
etapa permite sugerir modelos que reagem de forma adequada ao tipo de
perturbacao introduzida, assim como considerar algum procedimento alter-
nativo de estimacao.

A técnica de influéncia local tem se constituido numa ferramenta 1til para
realizar andlises de sensibilidade de modelos estatisticos e tem sido sido
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amplamente utilizada em modelos de regressao linear e nao-linear. Em par-
ticular, para modelos lineares com efeitos mistos, Beckman, Nachtsheim e
Cook (1987) aplicam este método para detectar observagoes influentes num
modelo linear misto com erros normais e énfase na influéncia de observagoes
individuais. Por outro lado, Lesaffre e Verbeke (1998) consideram a in-
fluéncia local em modelos lineares mistos normais sob o esquema de pon-
deragao de casos e mais recentemente Lee e Xu (2004) estudam a influéncia
local em modelos com efeitos mistos nao-lineares sob normalidade. Exem-
plos da aplicagdo do método de influécia local em modelos lineares mistos
nao normais sao descritos em Ouwens, Tan e Berger (2001) e Zhu e Lee
(2003) que estudam a influéncia em modelos lineares generalizados mistos.

Diagnéstico de influéncia em modelos elipticos lineares e nao-lineares tem
sido discutido por diversos autores. Por exemplo, Galea, Paula e Bolfarine
(1997), Liu (2000) e Galea, Paula e Uribe-Opazo (2003) consideram estudos
de influéncia em modelos de regressao linear univariados. Galea, Paula e
Cysneiros (2005) estendem influéncia local para modelos nao-lineares uni-
variados considerando varios esquemas de perturbagao e Liu (2002) e Diaz-
Garcia, Galea e Leiva-Sdnchez (2003) discutem diagnésticos de influéncia
em modelos elipticos lineares multivariados. Contudo, pouco tem sido in-
vestigado a respeito da obtencao de medidas de influéncia local em modelos
elipticos lineares com efeitos mistos.

O principal interesse de estudar diagnéstico de influéncia em modelos elipticos
com efeitos mistos vem do fato de que a classe eliptica é rica em distribuicoes
com caudas mais pesadas do que a normal e deste modo pode acomodar me-
lhor observacoes aberrantes. Contudo, ainda esses modelos podem sofrer o
efeito de observacoes influentes, havendo portanto a necessidade de realizar
estudos de sensibilidade nesta classe. Por outro lado, esses procedimentos
também permitem selecionar modelos dentro da classe eliptica que se com-
portam adequadamente ante o tipo de perturbacao considerada.

Consideramos o procedimento de influéncia local (Cook, 1986; Zhu e Lee,
2001) sob diferentes esquemas de perturbagao assim como o método de ala-
vancas generalizadas (Wei, Hu e Fung, 1998). Nas secOes a seguir apresen-
tamos um breve resumo de cada uma dessas metodologias.

2.2 Influéncia Local

O objetivo do método de influéncia local é investigar o comportamento de
alguma medida de influéncia T'(w) quando pequenas perturbagdes sao in-
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troduzidas no modelo (ou dados) por meio de um vetor de perturbagao
w € Q C RY. Neste trabalho, usamos medidas de influéncia baseadas na
funcao de verossimilhanca, como: o afastamento da verossimilhanca e a
funcao @Q-afastamento (Zhu e Lee, 2001) para estudar a influéncia no mo-
delo linear misto marginal e hierdrquico, respectivamente.

Seja L(0|w) o logaritmo da fungao de verossimilhanga perturbada. Assume-
se que o modelo nao perturbado é encaixado no modelo perturbado, isto é,
existe wg € Q (vetor de ndo perturbagao) tal que L(@|wo) = L(#). Con-
sidere 0, a estimativa de maxima verossimilhanga sob o modelo perturbado.
Uma maneira de determinar a influéncia de uma perturbacao particular na
estimativa de maxima verossimilhanca é comparar 0 e 8, segundo alguma
medida de influéncia T'(w) conforme w varia em Q.

Para modelos baseados na fungao de verossimilhanga, Cook (1986) sugere
considerar o afastamento da verossimilhanca

LD(w) = 2{L(6) — L(8.,)}. (2.1)

~

a fim de comparar as diferencas entre 0 e 0. relativas aos contornos do
logaritmo da fungao de verossimilhanga nao perturbada L(6). Cook (1986)
propde estudar o comportamento local de LD(w) em torno de wp, usando
a curvatura normal na direcao h, dada por

C(8) = —2hT AT 171 (8) Ay, h, (2.2)
em que h corresponde a uma dire¢ao unitaria, isto é, ||h|| =1 e
.~ 0?L(0) 0?L(0|w)
L(6)=——= A, = ——| 2.
(0) 00007 lo=0" 000wT  19=0(w) (2:3)

com —L(6) (a matriz de informacao observada) e A, sendo avaliadas em
0=0¢cw= wp. Sugere-se considerar o diagrama de indices da direcao
hpax associada a maior curvatura Cj . (0) (Cook, 1986). Por outro lado,
Lesaffre e Verbeke (1998) propuseram estudar a direcao associada a i-ésima
observagao, ou seja, o diagrama de indices de Cj,(0) em que h; denota
um vetor ¢ X 1 com um 1 na ¢-ésima posi¢ao e zeros nas restantes. Tais
diagramas podem indicar aquelas observagoes que exercem notavel influéncia

sobre LD(w).

Para dados incompletos Zhu e Lee (2001) propuseram um enfoque para
realizar estudos de influéncia considerando

fo(w) =2{Q(6]8) — Q(6.,6)}, (2.4)
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como uma medida da diferenca entre 8 e 8,,, em que 8, denota a estimativa
de 6 que maximiza

Q(0,w|0) = E{L(6,w|Y.)|Y,0}.

Os logaritmos das verossimilhancas para dados completos e dados obser-
vados do modelo perturbado sdo denotados por L(O,w|Y.) e L(6,w|Y),
respectivamente. Assume-se que existe um vetor de nao perturbagao wq tal
que L(O,wo|Y.:) = L(O|Y.) e L(O,wy|Y) = L(O]Y) para todo 6.

Analogamente a Cook (1986), Zhu e Lee (2001) estudam o comportamento
da superficie v(w) = (w?, fo(w))T, mediante a curvatura normal Cfo.hn na
direcao do vetor unitario h € R9, dada por

w1~

Cion(0) = —2R"AL Q " (0)ALh, (2.5)
em que
.~ 92Q(0]6) ~0%Q(8,w]0)
Q6) = 50007 o= Av = 000wT  lo=d(w) (2:6)

sdo avaliadas em 6 e wg. Como no caso da curvatura dada em (2.2) sugere-se
o exame do grafico de indices do autovetor associado ao maior autovalor de
T = —ATQAA. Usando a proposta de Lesaffre e Verbeke (1998) também
é possivel calcular a influéncia local total Cy, ;(6).

No estudo dos graficos de hp.x ou de alguma outra direcao de interesse é
importante determinar quais observagoes de fato sdo influentes. Com esse
objetivo alguns autores tém desenvolvido critérios para julgar a magnitude
das medidas de influéncia local (veja Lesaffre e Verbeke, 1998 e Zhu e Zhang,
2004) assim como a construcao de graficos de estatisticas relevantes contra
a perturbacao sob estudo. Por exemplo, o gréfico de LD(w(a)) versus a em
que w(a) = wp+ah, com a € R e h alguma diregdo selecionada (Wu e Luo,
1993 e Cook, 1997).

Em certas ocasides podemos estar interessados num subconjunto 61 de 6 =
(0,617, neste caso o afastamento da verossimilhanca é dado por

LDl(w) = Q{L(a) - L(alwa/é?(/élw»}?

em que 52(01) representa a estimativa de maxima verossimilhan¢a no modelo
nao perturbado de 6, para 64 fixado.
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Considere entéo a particao de L,
7 Ly j/lQ)
L = . .
<L21 Ly

de acordo com a particao dada por 8 = (87,057 ¢ seja

B [0 0O
22 — 0 1’./2—21 .

Entao, a curvatura normal na direcao h para 6, assume a forma

Ci(61) = —2h" AL {L™(6) — B2} Ay, h,

e a direcao de maior curvatura corresponde ao autovetor associado ao maior

autovalor de Al {L_l(a) — Bas} A, Expressoes equivalentes também po-

dem ser derivadas para fig(w).

Com o intuito de obter uma curvatura invariante a mudancas uniformes

na escala, Poon e Poon (1999) propuseram a curvatura conformal By, (0) =

Cr(0)/] |2Agoi_1 (a)AwO ||, em que ||-|| 7 denota a norma Frobenius definida

como ||Al|r = {tr(ATA)}'/2 com A sendo uma matriz r x s. Uma pro-
priedade interessante da curvatura conformal é que para qualquer direcao
unitaria h temos que 0 < By (0) < 1. Isto permite, por exemplo, a com-
paracgao de curvaturas entre diferentes modelos sob erros elipticos.

2.3 Meétodo de Alavanca Generalizado para Modelos com Dados
Incompletos

Varios autores tém destacado a importancia do conceito de ponto de ala-
vanca para diagndsticos em modelos de regressao (Hoaglin e Welsh, 1978;
Cook e Weisberg, 1982; Chatterjee e Hadi 1986 e Andrade, 2004, dentre
outros). A idéia do ponto de alavanca tem sido generalizada para modelos
mais complexos. Por exemplo, Ross (1987), St. Laurent e Cook (1992) e Wei
et al. (1998) estenderam o método de alavanca para modelos nao-lineares;
Banerjee e Frees (1997) definem matrizes de alavanca para cada individuo
no contexto de medidas repetidas; Christensen, Pearson e Johnson (1992)
sugerem uma medida de alavanca para modelos lineares mistos sob nor-
malidade; Paula (1999) considera o método de alavanca em modelos de
regressao linear quando o vetor de parametros 6 é restrito em desigualdades
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lineares e, mais recentemente, Nobre e Singer (2006) propdem incorporar
a informacao dos efeitos aleatérios ajustados b; e consideram a matriz de
alavancas generalizadas em modelos lineares com efeitos mistos baseados em

Y, = X.B+ Z:b;.

O objetivo principal do método de alavanca é medir a influéncia da resposta
observada no seu préprio valor ajustado. Tipicamente esta medida tem sido
definida como uma taxa de mudanga instantanea no valor predito relativo
ao valor da varidvel resposta (veja, por exemplo, St. Laurent e Cook, 1992
e Wei et al., 1998). Baseados na proposta de Wei et al. (1998) assim como
nos trabalhos de Zhu e Lee (2001) e Zhu et al. (2001) estendemos o método
de alavanca para dados incompletos.

Para fixar idéias, seja Y o vetor de respostas observadas com densidade
f(Y;0), em que 0 representa um vetor de parametros p*-dimensional. Con-
sidere p = E(Y") tal que p pode ser expresso como p = p(6) e seja 0= /0\(Y)
a estimativa de maxima verossimilhanca de 8. Deste modo Y = ;1,(/9\) repre-
senta o vetor de respostas preditas. A matriz de alavancas generalizadas
é definida como GL(6) = 9Y /OYT. Segue de Wei et al. (1998) que para
modelos com funcao de verossimilhanca a matriz de alavancas generalizadas
assume a forma

GL(6) = [Dy{—L(6)} 'L(0,Y (2.7)

) ‘ezﬁ(y)v
em que Dy = o/ 007, —i(@) representa a matriz de informagao observada
e L(0,Y) = 0°L(0)/000Y . Alguns exemplos da aplicagio do método de
alavanca para modelos lineares e nao-lineares sao dados em Wei et al. (1998),
Cysneiros e Paula (2005) e Galea, Paula e Cysneiros (2005).

Para modelos de maior complexidade assim como modelos com dados in-
completos, avaliar a expressao da matriz de alavancas generalizadas dada
em (2.7) pode ser mais dificil. Baseados na fungao @) do algoritmo EM,
véarios autores tém proposto medidas para realizar andlises de influéncia.
Por exemplo, Zhu et al. (2001) discutem diagnésticos de influéncia mediante
a eliminagao de casos no contexto de dados incompletos e Zhu e Lee (2001)
propoem a influéncia local para modelos com dados incompletos. Esses en-
foques tém sido aplicados na andlise de influéncia em modelos com efeitos
mistos, tais como: diagndstico por eliminacao de casos em modelos lineares
mistos sob normalidade (Fei e Pan, 2003), influéncia local em modelos li-
neares mistos generalizados (Zhu e Lee, 2003) e recentemente o estudo de
influéncia local em modelos mistos nao-lineares (Lee e Xu, 2004). Contudo,
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o conceito de alavanca em modelos com dados incompletos aparece como
um tépico ainda nao tratado.

Considere a fungao ) proveniente da esperanca condicional do logaritmo da
verossimilhanca de dados completos no algoritmo EM (veja equagao (10)).
Usando o lema em Wei et al. (1998), definimos a matriz de alavancas gene-
ralizadas para modelos com dados incompletos como

GLq(8) = [Do{-Q(6)} ' Q(0,Y)]|,_5y: (2.8)

em que Dy=0p/00", Q(0)=02Q(0|6)/0006” ¢ Q(0,Y)=02Q(6]0)/000Y T .

A ampla aplicabilidade do algoritmo EM permite utilizar a definicdo dada
por (2.8) para diversas situagdes nao ficando restrito somente a manipular
modelos com dados incompletos. Note também que na auséncia de dados
incompletos (2.8) reduz-se a GL(@) dado por (2.7). Neste capitulo deriva-
mos a matriz de alavancas generalizadas para o modelo linear misto em suas
formulagbes marginal assim como hierdrquica a partir das equagoes (2.7) e
(2.8), respectivamente.

Seja pp = ZJK:l GLj; (5) = tr GL(@), logo podemos utilizar copy/K como
um instrumento para comparar os elementos diagonais de GL(@), em que K
denota a dimensao do vetor de respostas observadas Y. Portanto, podemos
olhar com atencao aquelas observacoes tais que Gij(a) > copo/ K, em que
a constante positiva ¢y pode ser escolhida, por exemplo, como ¢y = 2. Con-
tudo, critérios mais objetivos para julgar observagoes com alta alavancagem

ainda sao objeto de investigacao.

Nas secoes a seguir derivamos a curvatura normal assim como a matriz de
alavancas generalizadas para o modelo eliptico linear misto em suas for-
mulacoes marginal e hierdrquica. Obtemos as quantidades requeridas para
os procedimentos de diagndstico de maneira eficiente usando a metodologia
de diferenciagdo matricial descrita em Nel (1980) e Magnus e Neudecker
(1998). Exemplos da aplicacao deste procedimento na derivagdo da cur-
vatura normal para o método de influéncia local tém sido considerados por
Liu (2000, 2002), Diaz-Garcia et al. (2003) e Osorio, Paula e Galea (2006).

2.4 Influéncia Local no Modelo Linear Misto Marginal

Considere o modelo discutido na Secao [1.2], isto é, Y; ~ EC,, (X3, Vi;g)
para i = 1,..., M, em que X; é uma matriz de planejamento n; X p e
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V,=2,%Z iT—l—Ei. Nesta secao derivamos a matriz de informacao observada
—L e a matriz A segundo varios esquemas de perturbacao.

O logaritmo da fungao de verossimilhanga para o modelo nao perturbado é
dado por L(0) = Zf\il L;(0), com

Li(0) = —3log| V| + log g(w;), (2.9)

em que u; = (Y; — XiB)TV;l(Yi —X;8),parai=1,..., M.

2.4.1 Matriz de Informacao Observada

Seja 8 = (BT,aT,)\T) o vetor de parametros de interesse. A matriz de
informagao observada L(0) (veja Apéndice A.1) avaliada em 6 = 0 ¢ dada
por —L(8 ) ZZ L L;i(6), em que L; (0) tem forma particionada:

Li1; Lio; Li3;

L;(0) = = Ly, Loy Loz, |, 2.10
(9) 00007 o= L 52p2’ 2% ( )

em que
Luiy = 2XTV, (W, @)V, + 20 (@7 T}V, X,
. 0°L;(0) . 0L (0)
Lioi= 571 - 130 = 77| o
0B0a’ l9=0 0B lo=0
com
92L:(6) o S
8500 los = XV W@V + Wy@)idl YV BV 7 e
2
L; ~
%ﬁa(f) =X,V W @)V + W) raT V200 (s) 2TV R,

parar=1,....k;s=1,...,d, e

 9Li(0) e i - 0’Li(0)
27 dadaT lo=o P 9T lo=3"
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cujos elementos sao dados por

9%Li(0) 1 el ,
De e, lo—d trV {Zi(r)Vl- Yi(s) — Xi(r,s)}

v 1{Wé(ﬂz)§]z(r)‘7; ATV Si(s) — W@ S (r 5)

W, @) () V Bi(s) + W, (@) Si(s)Vi SV, e
0?L;(6) 1 —1. ~ 1 T

=1 Si(s)V, Z:¥(t)Z]

S0 g = UV B0V 2ok (1) 2]

RV W @) Si(s)V; 7Rl V2o (0) 2]

W, @) Si(5)V; ZiW () ZT + W, (@) Z:8(4) 2TV ()} Vi 7,
parar,s=1,...,k;t=1,...,d. Finalmente

 9*Ly(6)
BT ONONT lo=d”

em que o elemento (t,u) de 1:/3371' fica dado por

82Li(0)
IOy

S=3t V20w () 2TV, Z,W(u) — B(t,u)} 27
TV Z AW @) () 2TV, RV 200 () — W, () B (¢, )
Wy (@) $ () 2TV, 2% (u) + Wy (@) ® () 2TV, 2,90} 27V, 7.

para t,u = 1,...,d. Temos que u; = T; V rz, =Y, XZ,B,
Z; \II(A)ZT + E ( ), para i = 1,..., M, com X;(r) = 0%;/da,, 3;(r, s) =
0?%; /00, 0cs, W (t) = O /0N e \Il(t u) = 9*°W /0N O\, avaliadas em 6 = 6.

2.4.2 Esquemas de Perturbacao

Para o modelo linear misto marginal definido na Secao [1.2, consideramos
vérios esquemas de perturbacao, a saber: ponderacao de casos, da matriz
de escala, das variaveis explicativas e da resposta. No contexto de dados lon-
gitudinais esses esquemas tém sido considerados por Osorio, Paula e Galea
(2006). Através desses esquemas de perturbagao é possivel verificar a sensi-
bilidade de algumas suposicoes do modelo, assim como compreender melhor
o processo de modelagem.
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Para cada um dos esquemas de perturbacao considerados a matriz A assume
a forma

Ay
A=Ay,
Agj

em que Ay = 0?L(0|w)/0B0wT € RP*I, Ay = 0?°L(0|w)/0adw’ € RF*4,
Az = ?L(0|w)/OX0wT € R e ¢ denota a dimensdo do vetor de per-
turbacdo w. Avaliando d%w L(8|w), d2, L(O|w) e d3, L(B|w) descritos no

Apéndice A.llem 0 = Oew= wqo obtemos A1, Ay e Ag, respectivamente.

Ponderacao de Casos

Considere atribuir uma ponderacao arbitraria para verossimilhanca indivi-
dual como

M
L(Olw) = > wiLi(6),
i=1

em que w = (w1, ...,wy )’ denota o vetor de ponderacdes, 0 < w; < 1, para
i=1,...,M e L;j(0) é dada por (2.9). Podemos notar que, para w; = 0 e
wj = 1 para j # i excluimos o i-ésimo individuo da expressao do logaritmo da
verossimilhanca, e que o vetor de nio perturbacio é wg = (1,...,1)T € RM,
Mediante diferenciacao, obtemos

9*L(0|w) TS ~
T 080w lo—d =aX;V,; (Yi—-XiB),
0BOw; 10=fw=wy ( B)
82L 0|lw ~—1_ o —1_ ~—1__
(%é(a‘w.) 0—5. :_%{trvi Si(r) — GriV,; Si(r)\V, 7} e
T 7 =U,w=wo
’L(0 SR 1 L
| = Mu V20 Z] TV 22T ),
sOW; =0,w=wo

parar=1,...,k;s=1,....,deq =¢0),i=1,..., M.

Esse esquema de perturbacao permite identificar aqueles individuos que
exercem um grande impacto no processo de estimacao. No Apéndice B
mostramos a equivaléncia entre a influéncia local sob esse esquema de per-
turbacao e uma medida de influéncia por eliminacao de casos. Um fato bem
conhecido é que as medidas de influéncia global podem sofrer do fendmeno
de mascarar observagoes influentes (Cook e Weisberg, 1982), assim como
freqiientemente essas medidas de diagnodstico podem ser dificeis de serem

46



obtidas em modelos mais complexos. Contornamos tais problemas con-
siderando o procedimento de influéncia local.

Para o modelo linear misto sob normalidade (v;(8) = 1) esse esquema de
perturbagao foi considerado por Lesaffre e Verbeke (1998) usando V; =
ZZ-‘IIZ%F + ¢I,,,, em que W representa uma matriz nao estruturada. Nota-
mos que o modelo considerado nesta secao permite maior flexibilidade na
estrutura de efeitos aleatérios para V; (veja Jennrich e Schluchter, 1986),
assim como permite manipular membros da classe de distribuigoes elipticas

fazendo ¢(0) = —2Wy(u).

Perturbacao da Matriz de Escala

Este esquema de perturbagao é introduzido mediante considerar o modelo
Y, ~ EC, (X;8,Vi/wi;g), parai=1,..., M, em que w = (w,...,wn)7,
w; >0, parai=1,...,M e wy = 1. Neste caso o logaritmo da funcao de
verossimilhanca resulta em L(0|w) = Zf\il L;(8|w), em que

Li(8lw) = —3 log |Vi| + 3nilogw; + log g(us)

com U, = Wil € U = riTVi_lri, r, =Y, — X;83, para i = 1,..., M.
Diferenciando L(6|w) com relagdo a 0 e w; e avaliando em 8 = 0 ¢ w = wy,
obtemos

9*L(6|w) o .
T0BOw |o—fmy —2{ W, (@) + WW, (@)} XTIV, 7,

2L (0)w) PO T
00, 0w; 10=fw=wo —{Wy(@) + Wy (@)} V, Zi(r)V, 7 e
0*L(0|w R R el i
8/\%:) 0:§w:w0 - _{Wg(uz) + uZW;(UZ)}T‘zTVz Zz‘:[’(S)ZZT‘/z Ti,

para r

~ PG A U

...,k s =1,...,d em que Wy(u) e W,(u) sdo avaliadas em

O interesse do esquema de perturbacao da matriz de escala é que o mesmo
pode revelar individuos que interferem principalmente na modelagem da
estrutura de escala assim como indicar aqueles individuos influentes na es-
timacao dos parametros 7 = (o, AT)T,
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Perturbacao das Variaveis Explicativas

Neste caso, o interesse é perturbar uma particular variavel explicativa continua
Tit(w) = @ + w;s;, em que x;; € R™ representa a t-ésima coluna da ma-
triz X; parat =1,...,p, w; € R™ e s; é um fator de escala. Deste modo
Xiw = (mﬂ,...,ﬂﬁit + wisi,...,xip) = X; + siwictT, para ¢ = 1,..., M,
em que c¢; denota um vetor p X 1 com um 1 na t-ésima posicao e zeros
nas posicoes restantes, aqui wg = 0 € RV e N = Zf\i 1 ni. Temos que
L(lw) = ¥oiL, Li(f|w), com

Li(8lw) = —1log |V;| + log g(uiw),

em que U, = rz;Vi_lrw, Tiw = T — sictTﬁwi er; =Y, — X;0 para
1=1,..., M. Usando o método de diferenciacdo matricial obtemos
0?L(0|w) ~ 1

= — 52W, (W) (B XT — eV,

0B0wT ‘e:a,w:wo
+ s AW @) B XTIV, FATV,

92L(|w)

D, Ow?! ‘0:§,w:wo

82L(0|w)

ONsOwT ‘0=§,w=wo

=25, 87TV, )V W, @)V + W@ )Fal )V, e
— 25,37V, 2,0 () ZTV, W, (@) Vi + W (@)Fa YV,

parar =1,...,k; s =1,...,de1 =1,...,M. Neste caso Bt denota o
t-ésimo elemento de 3.

Esse esquema de perturbacao permite, por exemplo, detectar possiveis maus
condicionamentos entre algumas colunas da matriz de desenho X; (Belsley,
1991). De fato esse esquema pode ser estendido se o interesse é perturbar
vérias colunas da matriz de planejamento, assim como perturbar toda a
matriz mediante substituir X; por X;, = X; + W;S;, i =1,..., M, em
que W; = (wj;) é matriz de perturbacoes n; x p, S; = diag(si1,...,sip) €
sij para j = 1,...,p representa um fator de escala. O modelo perturbado
reduz ao modelo postulado quando Wy = 0.

Perturbacao da Resposta

A perturbacio da resposta observada (Y7,..., Y17 ¢ introduzida medi-
ante a substituicao de Y; por Y,;, = Y, + w;, em que w; é um vetor de
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perturbacoes n; x 1 para i =1,..., M. Neste caso temos que wy = 0 € RV
com N = Zf‘i 1ni. O logaritmo da verossimilhanga perturbada fica dado

por L(O|lw) = Zf\il L;(0|w), com
Li(|lw) = —3log |V;| + log g(uiv),

em que U, = TZJVi_lriw, Tio=ritw,er;=Y;— X;Bparat=1,..., M.
Deste modo,

0?L(0|w) re—1 A o~

W =B, =wp =2X; V, {Wy(uw)Vi+ 2Wg’(u¢)mri Wi,

02L(6]w) I R

Do dw? 10=0 0= =27, V, Xi(nV, {W,(W)Vi+ Wy(u)rw; }V, e
0?L(0|w) el -1 s Y NP
W =B w0 =21V, Z;¥(s)Z;V, {Wy(uw;)Vi+ W;(Ui)’f’z"f‘i W,

parar=1,...,k;s=1,...,dei=1,..., M.

Uma caracteristica de interesse deste esquema de perturbagao é a sua conexao
com a matriz de alavancas generalizadas (Wei et al., 1998). Para o modelo
eliptico linear misto marginal examinamos esta relagao na se¢ao a seguir.

2.5 Meétodo de Alavanca Generalizado no Modelo Linear Misto
Marginal

O conceito de ponto de alavanca freqlientemente tem sido associado com
influéncia local usando perturbactes aditivas na resposta observada. A
conexao entre o método de alavanca generalizado e o procedimento de in-
fluéncia local para modelos de regressao nao-linear usando distribuigoes da
familia exponencial tem sido examinado por Wei et al. (1998) e para modelos
simétricos univariados por Galea et al. (2005). A seguir derivamos a matriz
de alavancas generalizadas para o modelo linear misto marginal usando os
resultados dados em Wei et al. (1998).

Considere p;, = X;8 para ¢ = 1,..., M, deste modo podemos escrever o
vetor de posigao p como p = (puf, ..., puT)T. Note que
ou; ou; ou;
Pi _x, SBi_o o Hi_o i—1.. M
a/BT oaT aAT
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Sejam D e A matrizes N X p* e p* x N, respectivamente, em que N =
Zf\il n; representa a dimensao do vetor Y = (YT, ... YT )T e p* = p+k+d,
dadas por

D Al
- 88;; = e A= aaeLa(i)T o= 4] (2.11)
. =)\ A,

em que A; € RPN A, € RPN ¢ Ag € RN assumem formas par-
ticionadas como Al = (Alla"',AlM)a A2 = (Agl,...,AQM) € Ag =
(Agl,...,Ag,M) com Ajy; € Rpxni, Ag; € REx7i ¢ Ag;, € RAx7i para
i=1,...,M. Temos que du;/08T = D;, com

D; = (X, 0,0) € RW>*P", i=1,...,M.
Através do método de diferenciagao (veja Apéndice A.2)) obtemos
~—1 PP N 1 .
Ay = 2X]V, Wy () Vi +2W, (w)rir; YV, , i=1,..., M,

a r-ésima linha de Ao; fica dada por

0?L(0) el 1 o~ 1
parar =1,...,k e a s-ésima linha de Aj; assume a forma
0?L(0) el -1 o~ 1
oyTlos = TV G ZIV W@V Wiara )Y

paras=1,....,dei=1,..., M.

Deste modo a matriz de alavancas generalizadas para o modelo linear misto
marginal fica dada por

GL(6) = D{-L(6)}'A, (2.12)

com L(0) = 0L(8) /00060" |,_5y em que L) = M L), Li() tem
forma particionada dada em (2.10), D e A sdo definidas em (2.11). Con-
sidere R = {—L(0)}~! e X particionadas como

Ry Rip Rys X1
R=(R!, Ry Ryu| ¢ X=| : |, (2.13)
Ri; R}; Rss Xy
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deste modo a matriz D em (2.11) assume a forma D = (X, 0,0) e a matriz
de alavancas generalizadas fica dada por

R Rii Riz Riz\ (A
GL(O) = (X’ 0, 0) R,{Q Ry Ry AV
R{; R}; Ra) \A;

~ ~ ~

= GLs(0) + GL4(0) + GL(),

em que

GL[}(@) :XRHAl, GLO[(/O\) == XR12A2 €

~

GL\(0) = X Ri3As.

o~ -~

As quantidades GL,(0) e GL)(0) podem ser interpretadas como termos de
correcao da matriz de alavancas generalizadas devido ao procedimento de
estimacao.

~

Note que os blocos diagonais de GL(0) sao dados por

—~ Mo -1 Ay
GL;(0) = Di{ = LZ-(O)} A, A=Ay, (2.14)
i=1 Az
para i = 1,...,M. Logo, esta expressao pode ser considerada uma gene-

ralizacao do resultado apresentado em Banerjee e Frees (1997). Com efeito,
para o caso normal e quando somente temos interesse no vetor de parametros
3, a matriz de alavancas generalizadas para cada individuo fica dada por

M
GLi(B)ZXi(ZXZT‘A/;lXi)_lXiT‘A/;l, i=1,...,M, (2.15)
=1

que tem uma clara relacdo com as matrizes de alavancas definidas para
modelos de regressao linear (veja Hoaglin e Welsh, 1978 e Galea et al., 2005,
dentre outros), assim como para modelos longitudinais (Banerjee e Frees,
1997).

Por outro lado (2.14) permite focar a nossa atencao nas matrizes de alavan-
cas associadas a cada individuo (i = 1,..., M) e deste modo podem resultar
em instrumentos uteis para diagndstico no modelo eliptico linear com efeitos
mistos marginal.
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2.5.1 Conexao entre o Método de Alavanca Generalizado e o
Procedimento de Influéncia Local

Considere
D, D,
D, = e D)= ,
Dy, DM)\
. ~—1
em que Dj;, tem r-ésima coluna dada por ¥;(r)V,; 7;, r = 1,...,k e a
s-ésima coluna de D;) é dada por ZZlIl(s)Z;‘F‘A/Z_ Ty, s=1,...,d para i =
1,..., M. Entao, a matriz A do esquema de perturbacao aditiva no vetor
de respostas fica dada por .
A=D" A,

em que D* = (X,D,,D,) € RV*P" ¢ A = blcdiag(Ay,...,Ay) com
A, = =2V, (W, @)V, + 2W! (@77l YV, |, parai=1,..., M.

A curvatura normal para a perturbacao aditiva do vetor de respostas obser-
vadas pode ser expressa como

B=-AT{L(6)}"'A=AD*{-L(®)} 'D" A,

Suponha agora que a e A sao fixados e considere o esquema de perturbacao
da resposta Y,;, =Y, 4+w; em que w; € R™" parai=1,..., M, entao temos
que a matriz de alavancas generalizadas assume a forma

GL(0) = X{-L(B)}™'X" A (2.16)
com X definido em (2.13)) e L(,@) dado por L(B) = Zi\il LZ(B), em que
LB = -XTAX,, i=1,...,M.

~

Note que os blocos diagonais de GL(0) sao dados por
~ M -1
GL:(0) = Xi<ZXiTAiXi) xTA;, i=1,...,M,
i=1
que para o caso normal (Wy(u) = —1 e W (u) = 0) reduz-se a (2.15).

Por outro lado, temos que a curvatura normal para esse esquema de per-
turbacao fica dada por

B=-AT{L(B)} AL
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Como A; = XT A, temos que a relacdo entre a curvatura normal e a matriz
de alavancas generalizadas pode ser escrita como

M
B= AX(ZXiTAiXi)_lXTA — AGL(0),
=1

o~

com GL(0) dada em (2.16).

A ligacdo entre o método de influéncia local e a matriz de alavancas gene-
ralizadas é interessante pois oferece uma justificativa para o esquema de per-
turbacao da resposta e permite estudar a influéncia que respostas aberrantes
dentro de cada individuo exercem sobre os valores preditos.

2.6 Influéncia Local no Modelo Linear Misto Hierarquico

Nesta secao derivamos a curvatura normal para o modelo linear com efeitos
mistos na sua formulacao hierarquica usando a classe das misturas de escala
normal quando ambos b; e v; sao considerados nao observaveis e, posteri-
ormente, para o modelo em que os efeitos aleatdrios sao integrados, isto é,
quando somente as varidveis de mistura v; sao nao observaveis. Usamos
como medida de influéncia a funcao @Q-afastamento que é baseada na es-
peranca condicional do logaritmo da verossimilhanca de dados completos
proveniente do algoritmo EM.

2.6.1 Influéncia Local quando b; e v; sao nao observaveis

Considere a formulacio hierarquica dada por (1.4) em que Y, = (Y7, b7, ™7
representa o vetor de dados completos, com Y = (Yi[’, e Y}Q)T o vetor
de respostas observadas em que os efeitos aleatérios b= (b1 ,...,b%,)T e as
variaveis de mistura v = (vy, ..., UM)T sao nao observéaveis. Entao, o loga-
ritmo da funcao de verossimilhanca para os dados completos Y. é dado por
L6lY.) = sz\il Li(0]Y¢), com

— 3 log | ¥| — % b b, + log h(vi;v) +c, (2.17)

em que h(v;;v) é a funcdo de densidade da varidvel de mistura e ¢ é uma
constante.
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A partir de (2.17) temos que a Q-fungao para o modelo linear misto hierarquico
quando b; e v; sdo nao observéveis assume a forma Q(6|0) = Zf\i 1Qi(610),
com Q;(010) = Q1:(B, [0)+Q2:(A|€), parai = 1,..., M, em que Q1;(3, |0)
e Q2i(A]0) sao dadas por (1.15) e (1.16)), respectivamente.

A seguir obtemos a curvatura normal Cy,, 5 para o modelo linear misto sob
a formulacao hierdrquica dada em (1.4). Os detalhes do célculo da hessiana
Q e da matriz A para diferentes esquemas de perturbagao sao dados no
Apéndice [A.3.1.

Matriz Hessiana, Q

Seja 6 = (BT, o AT o vetor de parametros de interesse. A matriz hes-
siana Q(0) avaliada em 0 = 0 é dada por Q(0) = Zf\il Q,;(0) com

32@(9@‘ _(Q-(ﬁ) 0),

Qi(0) = 50007 lo—i — < (2.18)

0 Qi(N)

em que Q;(7) = 0°Qui(B, @[) /omdn"|,_5 com n = (B, a")", e Q;(N) =
OQQQ@-(MO)/@)\@)\T’G:@ Temos que Q;(n) pode ser escrito em forma parti-

cionada como i B
Q.(7) = (Q Q) ,

T
Q2 Qa2
em que
.. 92Q; ,a@ R .
Qll,i = Q(ﬁT’)‘ = _K‘ZX;,TZZ X@',
08087  lo=d
Oy, = L2UB-l0) Oy, = LQuB.210)
12,2 aﬁaaT 6:5 224 aaaaT 9:§ s
com
62@11(570“5) ~ e o1 ~ ~
85804T ‘9:@ K t (T) % ( ,6 ) e

82Q1,(8, «|0)

O, 0o ‘9:@ 2
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parar,s =1,...,k e o elemento (¢,u) de Ql(:\) fica dado por

82Qi)\§ ~—1 .~ ..
a;ta(AH 0=0 s {THT ¥(u) - Pt u)}

& (BT W) + Bu) T B() - ()} N,

paratu-l demqueM—me,e —i—ZQZ N—EZBBT—I—ﬁe

=Y,;— XB Zbl,paraz—l , M, comml,b eQdadosem(ll?)
(1.18), também 3;(r) = 9%;/da,., 3 ( ) 0?%;/0c0as, B (t) = O /0N
e W(t,u) = 0?W/ONON,. Essas expressoes sao avaliadas em 6 = 6.

Esquemas de Perturbacao

A seguir obtemos a matriz A considerando varios esquemas de perturbagao
para o modelo linear misto hierdrquico definido por (1.4). Consideramos os
seguintes esquemas de perturbacao: de ponderacao de casos, da matriz de
escala dos efeitos aleatdrios, das variaveis explicativas, da resposta observada
e dois esquemas de perturbacao da matriz de escala intra-individuo.

A matriz A para cada esquema de perturbacgao tem forma particionada
A
A= AZ ’
Aj
em que Ap = 32 Q(0,w|6 )/aﬁaw € RPX1, Ay = 92Q(0,w|8)/0adwT €
R¥¥ e Az = 02Q(0,w|0)/0Xdw’ € R¥*7 com ¢ sendo a dimensdo do vetor

de perturba(;ao w.

Para o célculo da matriz A assumimos que é possivel trocar as operacoes de
integracgao e diferenciacao. Para cada um dos esquemas de perturbagao apre-
sentamos 9°L(6,w|Y ) /000w™, os detalhes dos diferenciais d® L(0,w|Y )
sao dados no Apéndice A.3.1L

Ponderacao de Casos
Para este esquema de perturbagao estamos interessados na inclusao de pesos

para cada individuo no logaritmo da funcao de verossimilhanga de dados
completos como

M
L6, w|Y) =) wLi(0]Y.),
=1
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em que L;(0)Y.) é dada por (2.17), w = (wi,...,wnr)” representa o vetor
de perturbacao com 0 < w; < 1parai=1,...,M e wg = 1. Neste caso
temos que,

2L(6 Y.
L9, wo|Ye) _ K () XTE7NY - XaB - Z,b;),

8ﬂ8wz
2 . .
W = —3{trZ=7I%(r) — kT (0] BT S e} e
ArOWy
’L Y : .
TLOCON) 4w t(s) — w7 (o) 2 ()2 '0)

parar=1,...,k,s=1,...,dee; =Y, — X;8—Z;b;,i=1,...,M.

Observamos que quando w; = 0 e w; = 1 para j = 1,...,M, j # i, o
i-ésimo individuo é excluido do logaritmo da verossimilhanca de dados com-
pletos e também que a influéncia local para esse esquema de perturbacao é
equivalente ao diagnéstico por eliminacdo de casos (veja Apéndice B)).

Perturbacao da Matriz de Escala dos Efeitos Aleatdrios

Uma suposicao habitual no modelo linear é que a matriz de escala dos
efeitos aleatérios é dada por W(A). Para estudar desvios a partir dessa
suposi¢ao assim como uma mé especificacdo de W(A), consideramos que
a matriz de escala dos efeitos aleatérios ¢ w; Y (N), com w; > 0 para
i=1,....,M. Aqui w = (w1,...,wr)T, wo = 1) e o logaritmo da funcio
de verossimilhanca de dados completos do modelo perturbado fica dado por
LB,wY.) =M L;(8,w]Y.), em que

Li(0,w|Y.) = — 5 log|=;] — ”T(v’) el's e — Llogw
— 3 log |¥| — % bl & 1b; + log h(vi;v) +c,

come =Y, — X;,8—Z;b;, i =1,...,M. Diferenciando L(0,w|Y.) com
relacao a 0 e w;, obtemos

0?L(0,wo|Y .) 0?L(0,wo|Y .)

aﬁawl ’ 8048% ¢
82L(0,w0|Yc) E7H() 1T @ — 1 -1
= Cbh W W (s)PT b,
OO 2 (®)

paras=1,...,d.
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Perturbacao das Variaveis Explicativas

Podemos investigar o mau condicionamento entre algumas colunas da matriz
de planejamento X ;, por exemplo, perturbando uma particular varidvel ex-
plicativa continua x;;(w) = & +w;s; em que x;; € R™ representa a t-ésima
coluna da matriz X;, w; € R™ e s; é um fator de escala, aqui wg = 0 € RN
com N ="M ;. Temos que L(0,w|Y.) = M| Li(8,w|Y.), com

Li(0,w|Y,) =— 3 log |%;| — 7(12(”") (€i — sicl Bw) TS (€; — sicl Bw;)
1
2

log |®| — % bl & 1b; + log h(vi;v) + c.

Neste caso a matriz de planejamento perturbada para o i-ésimo individuo
fica dada por X, = X; + s;w;cl, parai=1,..., M, em que ¢; é um vetor
p X 1 com 1 na t-ésima posicao e zeros nas posicoes restantes. Portanto,

O?L(0,wo|Y.)
OBOwT
O?L(0,wo|Y )
8aT8wiT
0?L(0,wo|Y )
BABwiT

= —r " (v)si (B XT — CtEiT)Ez‘_lv
= —/Q_l(Ui)siﬂtezz;lzi(r)z;l €
—0,

parar=1,....kee =Y, — X;,8—Z;b;, i =1,...,M. Aqui §; denota o
t-ésimo elemento de 3.

Podemos notar que esse esquema de perturbacao pode ser facilmente gene-
ralizado para perturbar todas as colunas da matriz de planejamento X;
como X;, = X; + W,;S; em que W, é matriz de perturbacao n; X p,
S; = diag(s;1,...,sip) com s;;, para j = 1,...,p, sendo um fator de escala
e W() =0.

Perturbacao da Resposta

Considere uma perturbacao aditiva para o vetor de respostas observadas
(YlT, .. .,Y}Q)T, isto é, adicionamos uma pequena perturbagao as respos-
tas de cada individuo, obtendo Y;, = Y,; + w; em que w; representa um
vetor de perturbagao n;-dimesional, ¢ = 1,..., M. Nesse caso o vetor de
nao perturbacéo fica dado por wg = 0 € RY com N = Zf\il n; e o loga-
ritmo da verossimilhanca de dados completos assume a forma L(0,w|Y ) =
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Zfl\il Li(07 w‘Yc)a com

Li(0,w|Y o) = = § log 8] — 55 (e + wi) T8 (e + wi)
—7mg@\'“”0§@]b+d%hm,)+a
E possivel mostrar que,
82L(9,w0|Yc) _
OBOwT N

82L(07 wo |Yc)
aaTﬁwg’

82[’(0’ w0|Yc)

=0
ONIWT ¢

o)X
= ﬁ_l(vi)e;fpﬁlglfli(r)ﬁifl.

parar:1,...,keei:Yi—Xiﬁ—Zibi,z'zl,...,M.

Na secao a seguir abordamos a relacao entre o esquema de perturbacgao
aditivo no vetor de respostas e uma versao da matriz de alavancas generali-
zadas para o modelo linear misto hierarquico quando ambos b; e v; sao nao
observaveis.

Perturbacao da Estrutura de Escala dentro dos Individuos

Para os esquemas de perturbacao a serem discutidos a seguir vamos supor
que a matriz de escala X; pode ser decomposta como

>, = D,C;D;, i=1,..., M, (2.19)

em que D; é matriz diagonal com elementos diagonais positivos e C; é
matriz de correlagao. Seja a = (of{,aQT)T em que o] € (g representam
vetores de pardmetros ky e ko dimensionais (k = ki + k2) associados a D;
e Cj, respectivamente, isto é, D; = D;(a1) e C; = C;(az). Notamos que
a decomposigao dada por (2.19) traz maior flexibilidade para a modelagem
da estrutura de escala. Alguns exemplos de funcoes de escala tteis para a
modelagem de D, assim como estruturas de correlacdao sao discutidas em
Pinheiro e Bates (2000). Aqui usamos a decomposicao de escala-correlagao
dada em (2.19) para introduzir dois esquemas de perturbagao na estrutura
de escala dentro dos individuos (i = 1,..., M).

Para esses dois esquemas de perturbacao intra-individuos é conveniente
introduzir a seguinte notacgao. Seja A matriz m X n particionada como
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A= (ai,...,a,) em que a; é a j-ésima coluna de A, entdo vec(A) corre-
sponde ao operador que ‘transforma’ A no vetor mn-dimensional

aj
vec(A) =

Qan

Algumas propriedades e relagoes entre o produto Kroneker, o operador de
vetorizacao e o trago de matrizes, denotados neste trabalho como ®, vec(-)
e tr(-), respectivamente, sao dadas, por exemplo, em Magnus e Neudecker
(1988).

Para A € R™*™ define-se vech(A) € R™™+1/2 como o vetor obtido a partir
da vetorizagao dos elementos acima da diagonal de A. vech(-) é conhecido
como o operador de vetorizacio simétrico pois para A = AT temos que
vech(A) contém somente os elementos distintos de A.

Considere A matriz simétrica m x m. Entao, a relacdo entre vech(A) e
vec(A) é dada por
vec(A) = S, vech(A),

em que S,, € R xm(m+1)/2 ¢ chamada matriz de duplicacao de ordem m.

Em geral é possivel vetorizar matrizes que seguem algum formato particular
(Nel, 1980). Essa operagao, tipicamente denotada por vecp(-), corresponde
a vetorizacao da matriz em questao uma vez que tém sido excluidos todos
seus elementos constantes assim como aqueles elementos repetidos.

Note por exemplo que, para A = AT temos vecp(A) = vech(A). A seguir
particularizamos esse operador para matrizes diagonais. Seja a € R™, entao
denotamos por diag(a) a matriz diagonal cujos elementos diagonais sao da-
dos pelos componentes do vetor a. Vetorizando os elementos diferentes de
A = diag(a), obtemos vecp(A) = a, ou seja, nesse caso vecp(-) denota o
operador que vetoriza os elementos da diagonal de A.

Temos que existe uma matriz de duplicagdo S, de dimensdo m? x m (Nel,
1980) que permite relacionar vecp(A) e vec(A) para matrizes diagonais como

vec(A) = S} vecp(A) = S, a.

m

Resultados tuteis relativos as matrizes de duplicacao sao apresentados em
Nel (1980) e Magnus e Neudecker (1988).
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Perturbacao da Matriz de Correlacao dentro dos Individuos

Uma maneira de estudar como as observagoes dentro dos individuos influ-
enciam a modelagem da sua estrutura de correlagao é através da seguinte
decomposicao escala-correlacao:

Yiw=D;Ci,D;;, com C,, =C;+ W,

em que W, é matriz de perturbagao simétrica n; x n; tal que C;, é matriz

de correlagio. Considere w = (w7,...,w?,)T em que w; = vech(W;) para
t=1,..., M, entdao o vetor de nao perturbacao para esse esquema é wg =

0 e o logaritmo da verossimilhanca de dados completos assume a forma
LB,wY.) =M L;0,w]Y.), em que
-1

Li(6,w|Y.) = — L log |2 + DiW,D;| — ) (%, + DiW, D) e

— 1 log |¥| - % bI W 1b; + log h(vi;v) + c.

Mediante diferenciacao obtemos que

*L(0,wo|Y .
TLG, wolYe) ):—rfl(vi)(eiTEi_lDi®X1T2Z-_1Di)5ni,

oBow!

2L(0,wo|Y . “1(y, )

? 6( ";OT ) _ _» {99 vec (D3 esel D Dy(r) Dy CY) S,
Ay wi

- ”_12(1”) vec! (C7'D7'Di(r)D 'e;el =71 D;) S,
2L(0,wo|Y . .
(9 a( 7‘5’0T ): %VGCT(Ci_lCi(S)Ci_l)Sni
a9g wi

_ H_;(Ui) VeCT<Di2i—1€iEZTDi—ICi—1Ci(S)Ci—l)sni

- %VecT(C;lC"i(S)C’;lD;IEiG;TFE;IDi)Sm e
PLO.wY)
ONOw!

parar = 1,...,k;, s = 1,...,ks, em que vec’ (") denota a transposta do
vetor vec(-), ¢ =Y; — X,;,8 — Z;b; para i=1,...,M, D;(r) = 0D;/das,
e Ci(s) = 0C;/0ays sao avaliadas em 6 = 6.

Perturbacao das Funcoes de Escala dentro dos Individuos
Considere perturbar as funcoes de escala mediante substituir D; na de-

composicao escala-correlacao por D;, = D;W - 1 em que W; é uma ma-
triz diagonal com elementos positivos, isto é, W; = diag(w;) com w; =
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(Wit - - -, win;) T tal que wij > 0parai=1,...,.Mej=1,...,n; Desse
modo temos que

S =W ls,w

Aquiwyg =1y com N = Zi‘il n; e o logaritmo da verossimilhanca de dados
completos fica dado por L(0,w|Y ) = Zf\il L;i(0,w|Y ) em que

—1 . _
Li(0,w|Y.) = —  log || + log |[W,| — "0 TW, 5 ' W e,
— 1 log |w| — =) T Wb, + log h(vi; v) + c.

Usando diferenciacdo de matrizes temos que

0?L(6,wo|Y )
OBOwT

O?L(0,wo|Y.)
Oaraw%ﬁ

0?L(0,wo|Y )
8)\8wiT

=~k () (ef ® XTE71)S,

— 7,(12(1,2-) vecT(Zjlﬁli(r)Z];leie;fF + eie;pr;lZi(r)Egl)S;i e
— 07

parar=1,... ) ke =Y, — X;8—Z;b;parai=1,..., M.

Esse esquema de perturbagao permite estudar a sensibilidade das fungoes
de escala ante observacoes aberrantes e pode ser 1util para modelar a es-
trutura de escala mediante propor fungoes apropriadas para o modelo con-
siderado. Por exemplo, através desse esquema de perturbacao podemos
sugerir estruturas de escala diferentes da estrutura simples, 3; = oI,,,
1 = 1,...,M. Note também que esse esquema pode ser estendido con-
siderando X;, = WZ-_12¢WZ-_1, em que W, é matriz simétrica definida posi-
tiva.

2.6.2 Influéncia Local quando os v; sao nao observaveis

A seguir desenvolvemos a influéncia local no modelo linear misto hierarquico
em que os efeitos aleatorios sao integrados, isto €, considerando a formulacao
hierdarquica dada por (1.12). Nesse caso o vetor de dados completos é Y. =
(YT, 01 em que Y = (YT,..., YI)T denota as respostas observadas
para os M individuos e v = (v1,...,vp)? correspondem as varidveis de
mistura as quais sao consideradas nao observaveis. Temos que o logaritmo
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da fungao de verossimilhanga para os dados completos Y. é L(0|Y.) =

SM Li(8]Y ), com

Li0]Y.) = — 4 log [V, - ) (v, - X,8)TV (Y, - X.8)

+ logh(vza ) +c,

(2.20)

em que h(v;;v) é a funcao de densidade da varidvel de mistura v;, ¢ repre-
senta uma constante e V; = gl\I!ZlT + 3. A Q-fungao associada para esse
modelo assume a forma Q(0]0) = .M, Qi(8]6), com Q;(8|6) apresentada

m (1.21).

Matriz Hessiana, Q

Consideramos 6 = (,@T o, AT)T como o vetor de parametros de interesse.
A matriz hessiana Q( ) (veja Apéndice |A.3.2) avaliada em 6 = 6 ¢ dada

por Q(a) ZZ L Q;(8), em que QZ( ) pode ser expressa como

Qllz Q12i Q13,i

A o 0°Qi(6]6) :
Qi(e):W‘(,:g: Qm Q222 (-?23,1' ;
Q131 Q23Z Q33,i
em que
. 20).(010 L
Qlli:w‘ A:_EinTVilXia
’ 0B08T lo=0
12,4 aﬂaaT 0—0 13,3 8ﬂ8>\T 05"
com
) .
PUOD| vy
0B30a, ‘9:5_ /i X5V Bi(r)V, (Y, —XiB) e
QOB gt A
5o o= XTIV 22TV (Y - X0B),

parar=1,....k;t=1,...,d. Temos que

2Q,(6/6 3 2Q:(0]0
CQi019) o _0Qi610)

Q22 = dadal ‘9:0 T OANINT  lo=d
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com elementos dados por

9%Q;(6]9) el el )

“Bada, log — 2TV BNV 2i(s) = Bl 5)}
B %Eﬁfﬁ;l{i)i(ﬂf/;lgi(s) +3u(s)V, Su(r) = S s)} Vi T e

9%Q;(019) el el e

000N 9:§_§trvi Si(r\V, Z;¥(t)Z,

pn—1 ~—1 . . ~—1 . ~—1__
—LARPI VSV, Z,Y()ZF + 2,91 Z]V, )}V, 7,

parar,s=1,...,k;t=1,...,de

o.. _ Qi)

33,1 8A8AT 0:§7
cujo elemento (¢,u) fica dado por
82@2‘(9\5) 1, o1 ; 7o, & 5 T
Tl 1V, Z 92TV, Z;¥ () — B(t,u)} 2]
)| = 3a V2 b2V 2 )~ ()

1TV Z{ () 2TV, 200 () + () 2TV 2,9 (1)
(L) 2TV,

para t,u = 1,...,d, em que ‘A/l = Zil/I\lZZT + ZA]Z-, r, =Y, — Xi,@ para
i=1,...,M, com k; definido mediante (1.21)) e como anteriormente, temos
que Xi(r) = 0%; /0, i(r, s) = 2% /0, 0as, U(t) = O® /0N e U (t,u) =
0?W /0N O\, avaliadas em O = 0.

Esquemas de Perturbacao

Apresentamos a matriz A considerando os mesmos esquemas de perturbacgao
abordados para o modelo linear misto hierdarquico em que b; e v; sao con-
siderados nao observaveis. Para cada esquema de perturbacdao A pode ser
escrita como
Ay
A=Ay ],
Aj

em que A; = 92Q(8,w|0)/9B0wT € RP*1, Ay = 92Q(0,w|0)/dadw” €
RF¥4 Az = 9%2Q(0, w[@)/@)\awT € R%*4 e ¢ representa a dimensao do vetor
de perturbacio w. Os diferenciais d? L(0,w|Y ) a partir dos quais é possivel
obter 9°L(0,w|Y .)/000w” sio dados no Apéndice [A.3.2.
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Ponderacao de Casos

Considere a inclusao de pesos no logaritmo da funcao de verossimilhanga de
dados completos como

L(0,w|Y,) sz Ch'S

com L;(0|Y.) dada por (2.20). Nesse caso o vetor de perturbacao é w =
(wi,...,wa)T tal que 0 < w; < 1, Vi e wg = 1p7. Usando resultados de
diferenciacao de matrizes obtemos

9?L(6, wolY ) =k v) XTV LY, — X,:8)

8ﬂ8w1
2 ) '
W = MoV '8(r) -« Ho)r] VIS (r) Vi e} e
2 ) '
PLOGYD )y 2,0 (5)27 — o (0)r TV 206 2TV s,

parar=1,...,k,s=1,...,der;=Y,; — X;8,1=1,..., M.

Mostramos a equivaléncia entre os diagndsticos obtidos por eliminacao de
casos e a influéncia local para esse esquema de perturbacao no Apéndice Bl

Perturbacao da Matriz de Escala dos Efeitos Aleatdrios

Seja w = (w1, ...,wn)? vetor de perturbacio M x 1. Para este esquema de
perturbacao consideramos que a matriz de escala dos efeitos aleatorios fica
dada por w;l\Il()\), em que w; >0,i=1,...,M. Temos que wg =17 € 0
logaritmo da verossimilhancga de dados completos para o modelo perturbado
é dado por L(0,w|Y ) = sz\i1 L;(0,w]Y.), com

Li(0,w|Y,) = log |Viw| — 7) TV L, Ti +logh(vi;v) + ¢,

emque V,, = wi_lZi\IlZiT+2i, r, =Y;,—X;Bparai=1,...,M. Mediante
diferenciacao obtemos
0?L(0,wo|Y )
0B0w;

== ) XTIy 2,9 ZT Vi,
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2L 0 Yc N
W = - LuvisrVv;'z,ez!
o Ow;

+ 0 Ty L () Y 2,0 2T + 20 ZT VIS () Ve

0?L(0,wo|Y )

W =1tr Vi_lZi\il(s)ZZTVi_l(Zi — k Yw)rr])
s0W;

) Ty S 7 () 2TV 2, + W 2TV Z,W(s)} 28V

parar=1,....kes=1,...,d.

Perturbacao das Variaveis Explicativas

Perturbamos a matriz de planejamento X ;, mediante uma perturbagao adi-
tiva numa particular varidvel explicativa continua x;(w) = Ty + w;s; em
que x;; € R™ denota a t-ésima coluna da matriz X;, w; € R™ é vetor de per-
turbacao n;-dimensional e s; é um fator de escala. Nesse caso wg =0 € RN
com N = Zf\il n;. Desse modo L(0,w|Y ) = Zf\il Li(0,w|Y.), em que

Li(0,w|Y.) = — 3 log|V,| — 7”712(%) (ri — sicl Bw) TV (r; — sicl Bwi)
+log h(vi;v) + ¢,

comr;, =Y;— X;8,parai=1,...,M e ¢; vetor p x 1 com 1 na t-ésima
posicao e zeros nas restantes. Obtemos que,

2L(0,wo|Y ¢
9°L(O,wolYe) _ & o) (B XT —er] )V,

0BOwT ‘

82L(0,w0|YC) -1 Ty -1y -1

W = —K ('UZ‘)SZ‘/Bt’r,L' ‘/vZ ZZ(T)VZ (§]

9*L(8,wo|Y ) -1 Ty 17 Ty, —1

W = —K (Uz‘)SZ‘IBt’rZ' VZ ZZ‘I’(S)Zl ‘/.z )
parar=1,...,k, s=1,...,d, em que 3 representa o t-ésimo elemento de
3.
Para esse esquema de perturbacdo a matriz de planejamento perturbada
para o i-ésimo individuo fica dada por X,, = X; + siwictT, para i =
1,..., M. Desse modo podemos estender esse esquema para perturbar todas
as colunas da matriz X;, mediante X,;, = X; + W,S,; com W denotando
uma matriz de perturbacdo n; x p, S; = diag(s;1,...,Sp) com s;; para
j = 1,...,p sendo um fator de escala e a matriz de nao perturbacao é
Wy =0.

65



Perturbacao da Resposta

Seja w = (wlT, e ,wﬂ)T vetor de perturbacao N-dimensional, em que N =
Zf\il n; e wo = 1. Perturbamos as respostas observadas (Y7,..., Y1),
comoY,, =Y;+w;,i=1,..., M. Para esse esquema de perturbacao o lo-

garitmo da verossimilhanca de dados completos fica dado por L(0,w|Y ) =
S Li(0,w|Y ), em que
LZ(G, w|Yc) = — % log ‘Vl’ — & %) 2(1)2) (’l"i + wZ)TVZ 1(’)"7; + wz)
+ log h(vi;v) + c.
Diferenciando com relagao a w; e 8, obtemos

2L Y.
0 (0,w0| ):fe_l(vi)X?V;l,

080T
21,0 Y. .
—8 ;a;;‘(le ) :m_l(vi)riTVi_IZi(r)Vi_l e
PLO,wolY:) Ty—1r7 G Ty —1
W =k (v)r; V, Z;¥(s)Z; V",

parar=1,...)k,s=1,...,der; =Y, — X;8,i=1,..., M.

Na proxima sec¢ao, investigamos a relacao entre a matriz de alavancas gene-
ralizadas para dados nao observéaveis no modelo linear misto hierarquico em
que os efeitos aleatérios sao integrados e a influéncia local para o esquema
de perturbacao aditiva na resposta observada.

Perturbacao da Matriz de Correlacao dentro dos Individuos

Baseados na decomposicao de escala-correlacao dada em (2.19), podemos
perturbar a matriz de correlagao dentro dos individuos como

Yiw=D;Ci,D;;, com C,, =C;+ W,

em que C;, é matriz de correlacdo com W sendo matriz de perturbacao
simétrica n; x n;. Seja w = (wT,...,wl)T em que w; = vech(W;) €
R™(mi+1)/2 Nesse caso o vetor de nao perturbacao é dado por wg =0 e o
logaritmo da verossimilhanca de dados completos para o modelo perturbado

fica dado por L(0,w|Y.) = M 1;(8,w|Y ), com

—1¢,,.
Li(B,w]Yc) = — % log ‘Vz + DIWIDZ‘ S U 2(%) TZT(Vz + DiWiDi)’lri
+ log h(vi;v) + c.
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Utilizando resultados de diferenciagdo de matrizes, obtemos

O?L(0,wo|Y.)
OBOwT
O?L(0,wo|Y )
8041T8w;fp

= k() (rI'ViID; @ XTVID,)S,,,

= —1vec! (D;V;'D;(r) + Di(r)V;'D; + D;V;'F;V;'D;)S,,

— '{712(”") vec! (D;V; YriwT VI, + F;V e TYWVIID) S,

+ H_lz( D vecT(Di(r)V; e TVIAD; + DV e TV Dy(r) S

2L(0,wo|Y .
TLO T el (DV D) DV DS,
Q9g wi
— N_lz(vi) VecT(DiVi_lririTVi_lD,;C"i(S)DiV;lDi)Sn

— %vecT(DlV;lDlCl(s)DlV;l'rzrlTV;lDl)Sn (§

82L(0, woch)
aktawZT 2
— ) e (D Vi TV 2,9 () 2TV D) S,
— ) e (D VT 2, () 2TV e TV D, S

vec! (D;V;'Z;®(t)ZI'V ' D;)S,,

parar =1,... ki, s=1,....,ko, t =1,...,d, em que F; = D;(r)C;D; +
DiCiDi(r), r, =Y, —X;Bparai=1,...,M e S; denota a matriz de
duplicagio de ordem n;, aqui Dl(r) = 0D; /0y, Cz(s) = 0C;/0ays sao
avaliadas em 6 = 6.

Perturbacao das Funcoes de Escala dentro dos Individuos

Perturbamos as fungoes de escala na decomposicao de escala-correlagao
dada em (2.19) como D, = DiW;l, em que W,; = diag(w;) é ma-
triz diagonal positiva definida. Nesse caso o vetor de nao perturbacao
bw= (Wl . W) ewy =1y com N = XM n;. O logaritmo da
verossimilhanca de dados completos para o modelo perturbado é dado por
L(O,w|Y,.) = Ef\il L;(0,w|Y.) em que

Li(0,w|Y,) = — 1 log|Z,®ZT + ;| — £ v T (2, 2T 4+ 2,,) b
+ log h(vi;v) + ¢,
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em que Xy, = W;lﬁiWi_l er;=Y; — X;B parai=1,..., M. Diferen-
ciando com relagao a W; e @ obtemos que

0?L(0,wo|Y )
OBOwT

0?L(0,wo|Y )
8oz7~8wiT

=k o) (r] Vs 0 XTV S,

= vec(V13(r) — EiVi_lZi(r)Vi_l)S;;

+ Ii_l(vi) vecT(V;lili(r)GiEi + Glﬁl(r)V;lEl — GZEz(r))S;Z e
62L(0,WO YC _ . _ "
(Ma;) = —vec' (V;'Z;¥(s)Z]V'S;)S),
+ 5 v)vec (V1 Z,9(s) 2T G + G, Z2,% () Z] V[ 'S,) S

parar=1,...,k;s=1,...,d, G; = V;lririTV;1 e Sy, sendo uma matriz
de duplicagao tal que vec(W;) = S}, w;, i =1,..., M.

2.7 Método de Alavanca Generalizado no Modelo Linear Misto
Hierarquico

Nesta secao derivamos a matriz de alavancas generalizadas para o modelo
linear misto hierdrquico usando a proposta para modelos com dados incom-
pletos dada em (2.8). Posteriormente, analizamos a relagdo entre o método
de alavanca e a influéncia local considerando perturbacoes aditivas nas res-
postas observadas.

O vetor de posi¢ao para o i-ésimo individuo é dado por pu; = X;8+ Z;b; e
u; = X ;3 para o modelo linear misto em sua formulacao hierarquica quando
b; e v; sdo nao observaveis e quando os efeitos aleatérios b; sao integrados,
respectivamente. Para ambos os casos temos que

O O O .
8/@T: i 8aT:0 (& aAT:O’ i=1,..., M.
Seja pu = (ud, ..., pt )T € RY com N = Zf\il n;, entao temos que a matriz

Jacobiana D = du/06T é dada por D = (X,0,0), em que X tem forma
particionada
X1

x=|:|. (2.22)
Xm
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De (2.8) temos que a matriz de alavancas generalizadas para o modelo linear
misto hierarquico é dada por

GLq(8) = D{-Q(0)} A,

em que a matriz hessiana Q(a) é dada por (2.18) e (2.21), quando b; e v; sdo
considerados nao observéveis e quando os efeitos aleatdrios sao integrados,
respectivamente, e A = 92Q(0|0)/000Y T pode ser particionada como

Ay
A= AQ )
Aj

em que Ay = 92Q(06)/089Y T € RPN | A, = 02Q(6]0 Z@a@YT € RkxN
e Az = 0? (9]0)/8)\8YT € RN 530 avaliadas em 6 = 6.

A seguir apresentamos a matriz 0°L(0|Y.)/000Y T para o modelo linear
misto na sua formulacao hierarquica, primeiramente no caso em que ambos
b; e v; sao nao observaveis e posteriormente quando somente as variaveis de
mistura v; sao consideradas nao observaveis.

Para o modelo linear misto hierdrquico dado por (2.17) obtemos que

2 2
L(0|};10) — H_l(Ui)XZTE,L-_l, 8 L(g‘};:c) — e
9B0Y] OAOY]
PLOY.) 1\ 1ot 1
W =K (’Ui)ei Ez 21(7”)21 s

parar:1,...,keei:Yi—XiB—Zibi,izl,...,M.

Seja Q7)) = Zf\il Q,(@) em que Q;(7) = 02°Q1;(8, a]@)/@n@nT‘ezg é dada
m (2.18)) e considere

T, T12> 0
= = — .
<T1T2 T )

Supondo U =T'1; — T12T521T{2 matriz nao-singular, entao (veja Magnus e
Neudecker, 1988)

71 Uu-! —U—1T12T—
T\ TR THLU™Y Ty + T, TH,U™ 1T12T22
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e portanto, obtemos que a matriz de alavancas generalizadas fica dada por

~ ! Al
GLQ(B) =(X,0,0) (TO {—Q(OX)}_1> A02

~ ~

=GLg3(0)+GLg(9),
em que

GLos(0) = XUT'A, o GLa(0) = —XU™'T15T5) Ay,

Por outro lado, para o modelo linear misto hierdrquico dado por (2.20) é
possivel mostrar que

2

TLOWe) _ 1w XTIV,
0BaY ;
: .

w =w Ho)r] VIIE Ve
. :

w =k o) V' Z:W(5)Z] V],
0A0Y;

parar=1,...)k,s=1...,der;=Y,; — X;Bparai=1,..., M.

Considere R = {—Q(b\)}_l em que Q(b\) = Zf\il Ql(a) com Qz(a) dada
em (2.21)). Particionando R como

Ry1 Rz Rz
R=|Rl, Ry Ry,
R{; Rj; Rss

obtemos que a matriz de alavancas generalizadas assume a forma

R Ri1 Rz Riz\ (A
GLQ(O) = (-X’ 07 O) R{Q R22 R23 AQ
R{; Rj; R/ \A;

~ ~ ~

= GLQ’[;(O) + GLQ@(B) + GLQM\(B),
em que
GLQﬂ(a) =XRi1Aq, GLQ,a(b\) = XR2As e

~

GLp\(0) = XRi3A3,
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Para cada um dos enfoques considerados, isto é, tanto quando consideramos
b; e v; nao observaveis assim como para o modelo em que as variaveis de
mistura v; s&o nao observaveis, podemos definir a matrizes de alavancas
generalizadas para o i-ésimo individuo como

M
GLoi(®) =D -3 Q@) 'A.  i=1..M
=1

em que D; = dp; /007 = (X;,0,0) e A; = 92Q(6]0)/000YT € RP *mi,
parai=1,...,M com p* =p+ k+d.

Notamos alguma similaridade entre as matrizes de alavancas generalizadas
para os modelos lineares mistos em suas formulacoes marginal e hierarquica.
Em efeito, tanto para o modelo marginal assim como para o modelo hierarquico
em que os efeitos aleatérios sao integrados a matriz de alavancas generali-

o~ ~ ~ o~

zadas GLg(0) depende das quantidades GLg 3(0), GLg +(0) e GLg A(0).

Por outro lado, a matriz de alavancas generalizadas no modelo hierarquico

~

em que ambos b; e v; sdo considerados nao observéaveis, temos que GLq(0)
é decomposto somente em GLQﬂ(a), GLQA(/O\), ainda assim, a partir da
equagio (1.17) e notando que b =b; (5) observamos que informagao relativa
a A éincluida em GLg (0) uma vez que essa quantidade depende do residuo

condicional e; =Y,; — X;8 — Z,b;.

2.7.1 Conexao entre o Método de Alavanca Generalizado para
Dados Incompletos e o Procedimento de Influéncia Local

Para examinar a relagdo entre a matriz de alavancas generalizadas e a in-
fluéncia local sob perturbagoes aditivas no vetor de respostas observadas
consideramos que « e A sao parametros fixos. Desse modo, a matriz de
alavancas generalizadas para o modelo linear misto hierdarquico em que b; e
v; 840 nao observaveis fica dada por

GLg(9) = X{-Q(B)} ' XTs"

M
~— -1 A~ %
_ X(Z@X?ﬁi IXZ»> X7, (2.23)
=1

com X sendo definida em (2.22) e " = ble diag(ﬁlfll, e ,EMfJM). Temos
que a curvatura normal para este caso é dada por

B=-AT{QA)} A,
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o~ ~
com A; = XTY". Comparando B com (2.23) temos que a relacio entre
a curvatura normal e a matriz de alavancas generalizadas fica como B =

S'GLG(0).

Para o modelo linear misto hierdrquico em que somente as variaveis de
mistura v; sa0 nao observaveis temos que a matriz de alavancas generalizadas
é dada por

GLo(0) = X{-Q(B)} ' X"V’

M
- X(ZEiX?Vi‘lXi)_lXTf/*, (2.24)
=1

em que V' = blc diag(ﬁlﬁl, ... ,EM‘/}M) com V; = Zi\TJZIT + ﬁi, 1=
1,..., M. A curvatura normal associada ao modelo linear misto hierarquico
definido por (2.20) assume a forma

B=-Af{Q(B)} A,

em que A, = X7V, Para GLQ(/B\) definida por (2.24) temos que a relagao
entre a curvatura normal e a matriz de alavancas generalizadas fica dada

como B = V*GLQ@).

A conexdo explorada acima sugere que a proposta do método de alavanca
para dados incompletos baseado na Q-fungao proveniente da esperanca condi-
cional do logaritmo da funcao de verossimilhanca de dados completos, pode
ser 1util para propdsitos de diagnéstico em modelos complexos.

2.8 Consideracoes Computacionais

Uma critica habitual ao enfoque de influéncia local proposto por Cook (1986)
¢é que o calculo de C}, .. e hpax envolve a decomposicao espectral da ma-

triz B = _ATET'A ou B = —ATQ_lA, quando consideramos a func¢ao
@-afastamento, que dependendo da dimensao do vetor de perturbagao w €
Q C RY pode ser uma operagao de alto custo computacional (veja por exem-
plo, Lesaffre e Verbeke, 1998, Cadigan e Farrell, 2002 e Pan e Fang, 2002).
Verbeke e Molenberghs (2000) consideram um procedimento para evitar esse
problema mediante notar que o posto da matriz B é p* = p+ k + d o qual
freqiientemente é pequeno com relagao a g. O método baseia-se em consi-
derar um fator raiz-quadrada de (—f/)*1 = GTG e obter a decomposicio
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espectral de B* = GAATGT, e como B e B* contém os mesmos autova-
lores nao zeros, hpyax pode ser obtido a partir de B*. Contudo, formar a
matriz de produtos cruzados B* ndo é um procedimento recomendado do
ponto de vista computacional (veja Golub e van Loan, 1996).

Nesta secao propomos calcular hy,ax € Cp, .. usando a decomposicao valor
singular (Golub e van Loan, 1996) de M = ATG” em que G é um fator
raiz-quadrada de (—L)~" ou (=Q)~! no caso de utilizar como medida de
influéncia a funcao @)-afastamento. Notamos que a informacgao dada pela
decomposicao espectral de B, isto é,

q

— L

B = E djv;v; ,
J=1

em que {(5j,'v;fr)T ;1-:1 correspondem aos autovalores e autovetores de B

tais que 01 > -+ > dpr > Opry1 = -+ = 04 = 0, pode ser recuperada
considerando a decomposicao valor singular (SVD) de M = ATG? dada
por M = VDU?", em que V € R9P" é matriz ortogonal por colunas,
D = diag(éim, cee 511)12) e U é matriz ortogonal p* x p*. Usando a decom-
posicdo SVD temos que a curvatura normal assume a forma B = MM =
VD?>VT em que a matriz D? contém os autovalores nao zeros de B e seus

os autovetores associados sao dados pelas colunas de V.

Algumas das vantagens da decomposicao SVD para a obtencao da diregao
Rmax 820: nao é requerido formar explicitamente a matriz B = —ATfflA
(ou B = —ATQ_IA), os requerimentos de armazenamento sao minimos
uma vez que é possivel armazenar V' no espaco requerido para o armazena-
mento de A, também notamos que usando essa decomposicao obtemos toda
a informacao requerida para a curvatura B, pois

p*
B =) 4] =VD?VT,
j=1

e finalmente observamos que os algoritmos disponiveis para o célculo da
decomposicao SVD sao superiores em termos de eficiéncia e estabilidade do
que suas contrapartes para obter a decomposigao espectral (veja Belsley,
1991 e Golub e van Loan, 1996).
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2.8.1 Implementacao

Implementamos os procedimentos para a analise de influéncia local e o
método de alavanca generalizado em modelos lineares mistos hierdrquicos
considerando a classe de distribuicoes de mistura de escala normal na bi-
blioteca para S-PLUS, [roblmel

Para o cédlculo da curvatura normal B assim como a direcao hy,ax utilizamos
as bibliotecas de programas BLAS niveis 2 e 3 (Dongarra, Du Croz, Ham-
marling e Hanson, 1988 e Dongarra, Du Croz, Hammarling e Duff, 1990) e
LiNPACK (Dongarra, Bunch, Moler e Stewart, 1979). A biblioteca roblme é
disponivel em http://www.ime.usp.br/~osorio/roblme/.
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Capitulo 3

Aplicacoes

Para ilustrar as metodologias desenvolvidas nos capitulos anteriores realizamos
estudos de diagndstico de influéncia em trés conjuntos de dados. Considera-
mos o estudo de ortodontia apresentado por Potthoff e Roy (1964), o estudo
reprodutivo em roedores reportado por Dempster et al. (1984) e finalmente o
conjunto de dados de capacidade vital pulmonar introduzido por Barnett (1969).
Na secdo final s3o apresentadas algumas consideracoes.

3.1 Dados Dentais

Considere o conjunto de dados dentais introduzidos por Potthoff e Roy
(1964) em que medigoes dentais foram realizadas em 11 meninas e 16 meni-
nos nas idades 8, 10, 12 e 14 anos. A varidvel resposta foi a distancia,
em milimetros, da pituitaria & fissura pterigomaxilar. A Figura 3.1 apre-
senta os perfis individuais dos grupos de meninas e meninos. Varios autores
tém analisado este conjunto de dados. Por exemplo, Pendergast e Brof-
fitt (1985) consideram procedimentos de estimagao robusta em modelos de
curvas de crescimento enquanto Pinheiro, Liu e Wu (2001) usaram um mo-
delo linear misto considerando a distribuicao ¢ de Student numa formulacao
hierarquica. Estudos de sensibilidade sao abordados por Pan, Fang e von
Rosen (1997) e Pan e Bai (2003) usando o método de influéncia local em
modelos de curvas de crescimento e Pan (2002) considera procedimentos de
eliminacdo de casos. Mais recentemente, Savalli, Paula e Cysneiros (2006)
aplicam um teste tipo-score para os componentes de variancia. Em todos
esses trabalhos observacoes aberrantes assim como influentes foram detec-
tadas sob erros normais, indicando que métodos robustos podem ser usados.
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Distancia da pituitaria a fissura pterigomaxilar (mm)

8 9 10 11 12 13 14

Idade (anos)

Figura 3.1: Perfis individuais para o conjunto de dados de ortodontia.

Desse modo, sugerimos analizar este conjunto de dados usando o modelo de
intercepto e inclinagao aleatérios:

Y, =X,+Z;b;+e, i=1,...,27,

em que Y ; é um vetor aleatério 4-dimensional para as respostas do i-ésimo
individuo, X; corresponde a matriz de planejamento 4 x 4 dada por,

1 8 00
1 10 0 0
Xi=11 19 9 0
1 14 0 0
para o grupo das meninas, e
001 8
00 1 10
Xi=10 0 1 12
00 1 14

para o grupo dos meninos, B = (a1, 81,2, 32)7 é o vetor de parametros
associados aos efeitos fixos, em que «a; e 31 representam o intercepto e a
inclinacdo para o grupo das meninas enquanto as e (2 correspondem ao
intercepto e inclinacao para o grupo dos meninos, respectivamente, e Z; é a

matriz de planejamento 4 x 2 para os efeitos aleatorios b; dada por

11 1 1
T s
Zi <8 10 12 14)’ i=1....27.
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Assumimos que a distribuigdao conjunta de (YT bT)T é da forma

Y; X8 ZWZzl + o1, Z, ¥\
(o) ~ 2 ((%87)- ("0 " %" )9).

em que ¥ é considerada uma matriz simétrica nao-estruturada 2 x 2 com
elementos 111, Y12 € P9o. As inferéncias serdo baseadas no modelo marginal
dado por Y; ~ EC4(X;83,Vi(T);9), parai = 1,...,27, em que V(1) =
Zi‘IlZZ-T + ¢I4 com T = (211,112,722, 0)T. Note que o modelo estd na
formulacao marginal apresentada em (1.2).

Analises dos Modelos Ajustados

Para fins comparativos consideramos nas nossas analises as distribuigoes ¢
de Student, exponencial poténcia e normal. Seguindo Lange, Little e Taylor
(1989) usamos o critério de informagao de Schwarz para a escolha dos graus
de liberdade v para a distribuicao t de Student e do pardmetro de forma A
no caso da distribuicao exponencial poténcia; desse modo, obtivemosv =5 e
A= %, respectivamente. Portanto, para ambos os modelos distribui¢oes com
caudas pesadas serao assumidas para os erros aleatorios. As estimativas de
maxima verossimilhanca de 8 = (,BT, 71T para os trés modelos ajustados
sao apresentadas na Tabela (3.1l

Tabela 3.1: Estimativas de méxima verossimilhanca para os trés modelos
ajustados ao conjunto de dados dentais.

Normal t de Student Exponencial poténcia
Parametro Estimativa E.P. Estimativa E.P. Estimativa E.P.
o1 17,373 (1,182) 17,610 (0,992) 17,568  (1,095)
061 0,480 (0,100) 0,459  (0,084) 0,462  (0,093)
Qo 16,341  (0,980) 16,948 (0,823) 16,699  (0,908)
6 0,784  (0,083) 0,716  (0,070) 0,744  (0,077)
P11 4,557  (4,672) 3,270  (2,950) 1,185  (1,100)
P12 -0,198 (0,379) -0,133  (0,233) -0,053  (0,088)
oo 0,024  (0,034) 0,020 (0,022) 0,007  (0,008)
1) 1,716  (0,330) 0,887 (0,223) 0,358  (0,079)

Podemos notar pela Tabela 3.1/ que as estimativas do intercepto e da in-
clinagao sao similares entre os trés modelos ajustados, contudo os erros
padrao para os modelos ¢t de Student e exponenial poténcia sdo menores do
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que os obtidos para o modelo normal, indicando que os dois modelos com
caudas mais pesadas parecem produzir estimativas de maxima verossimi-
lhanca mais precisas. As inferéncias para os componentes da escala sao
similares para os trés modelos ajustados, porém as estimativas nao sao com-
paraveis pois estdao em diferentes escalas.

Com o intuito de detectar observacoes aberrantes em modelos elipticos mul-
tivariados a distancia de Mahalanobis U; = (Y; — Xi,B)TVi_l(Yi - X.03),
i=1,..., M, tem sido considerada (Little, 1988, Lange, Little e Taylor, 1989
e Copt e Victoria-Feser, 2006). Para o caso normal, temos que U; segue uma
distribuicao qui-quadrado com n; graus de liberdade. Deste modo, pode-
mos usar os percentis X?n (£), em que 0 < £ < 1 como uma medida para
identificacdo de pontos aberrantes. As distancias de Mahalanobis modifi-
cadas, F; = Uj/n; ~ Fy,, e T; = UZ-)‘ ~ Gama(sz, %) podem também ser
consideradas para as distribui¢oes ¢ de Student com v graus de liberdade e
exponencial poténcia com parametro de forma ), respectivamente. A Figura
3.2 apresenta os graficos de indices de tais distancias para os trés modelos
ajustados. As linhas segmentadas correspondem ao percentil £ = 0, 975.

normal tde Student exponencial potencia

Figura 3.2: Gréficos de indices das distancias de Mahalanobis para os trés
modelos ajustados.

Pode-se apreciar a partir dessas figuras que as observagoes 20 e 24 cor-
respondentes as medigoes associadas aos meninos 9 e 13, aparecem como
possiveis observagoes aberrantes. As ponderagoes atribuidas pelo procedi-
mento de estimacao para esses dois meninos sao as menores para ambos os
modelos ajustados em que distribui¢coes com caudas pesadas sao utilizadas
(veja Figura [3.3), confirmando deste modo os aspectos de robustez dos es-
timadores de maxima verossimilhanca contra observagoes aberrantes. Com
fins comparativos, a fungao de pesos para o caso normal (¢;(0) = 1, Vi), é
indicada como uma linha segmentada nos graficos da Figura 3.3.

78



t de Student exponencial potencia

pesos
P
pesos

0 10 20 20 40 50 0 20 40 60 80 100 120

distancias distancias

Figura 3.3: Pesos estimados para os modelos ¢ de Student e exponencial
poténcia.

A Figura 3.4 apresenta os graficos de distancias transformadas (Lange et
al., 1989, veja também Galea et al., 2005) para os trés modelos ajustados,
que parecem indicar que tanto o modelo ¢ quanto o exponencial poténcia
proporcionam um melhor ajuste do que o modelo sob erro normal.

normal t de Student exponencial potencia

fas transformadas
distancias transformadas
fas transformadas

istanci
0
I

%
%53

Figura 3.4: Gréficos de distancias transformadas para os trés modelos ajus-
tados.

Para identificar observacoes influentes nos modelos ajustados no conjunto
de dados de ortodontia, apresentamos os diagramas de indices da curvatura
conformal B; sob trés esquemas de perturbagao discutidos na Secao 2.4.
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Ponderacao de Casos: baseados neste esquema de perturbacgao, os gréaficos
de indices de B;(3) e B;(T) para os trés modelos ajustados sao apresentados
nas Figuras 3.5:3.6, respectivamente.

normal t de Student exponencial potencia

Figura 3.5: Graficos de indices de B; para ,@ sob ponderacao de casos.

normal t de Student exponencial potencia

° B o B

0659000900050090%0,°%00
o 000 o0 3 00000
2400000000090000%0000 %00 o000 R °70 %eo

Figura 3.6: Graficos de indices de B; para T sob ponderacao de casos.

Notamos que sob erros normais o individuo 24 se destaca como o mais in-
fluente em B assim como uma influéncia menor dos individuos 10, 11, 15 e
21. Nao sao apreciadas observacoes que influenciem de forma relevante os
resultados sob erros ¢t de Student e exponencial poténcia. Esses resultados
concordam com os reportados por Pan, Fang e von Rosen (1997), Pan (2002)
e Pan e Bai (2003), e também com os comentarios dados em Pinheiro, Liu e
Wu (2001) e Savalli, Paula e Cysneiros (2006). Por outro lado, observando
a Figura 3.6/ pode-se notar a grande influéncia da observagao 20 em T sob
erro normal. Os gréficos de indices de B;(0) sao similares aos apresentados
na Figura 3.6/ e portanto tais consideragoes também sao validas para 0.

Perturbacao da Matriz de Escala: as Figuras 3.7/ e 3.8 apresentam os
graficos de indices de B;(3) e B;(T), para os modelos normal, ¢ de Student
e exponencial poténcia. Os graficos de indices de B;(0) nao sao apresentados
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por serem muito similares aqueles apresentados na Figura [3.8.

normal t de Student exponencial potencia

Figura 3.7: Graficos de indices de B; para B sob perturbacao da matriz de
escala.

normal tde Student exponencial potencia

R ° BN S

°%6064,0 00 950
° 000°%0 oo 0000 °
24000000000°2900%000° %00 o000 J°0%%00000

0 5 10 15 20 25 o 5 10 15 20 25 0 s 10 15 20 25
dce i dee dice

Figura 3.8: Graficos de indices de B; para T sob perturbagao da matriz de
escala.

As Figuras 3.7 e [3.8] sdo similares as Figuras 3.5 e [3.6, exceto que sob erro
t de Student cinco observagoes tém influéncia moderada em ,@, enquanto
que sob erro exponencial poténcia uma observagao é apontada com alguma
influéncia em 7. Tais resultados concordam com os reportados por Pan,
Fang e von Rosen (1997), Pan (2002) e Pan e Bai (2003) sob erros normais.

Perturbacao da Resposta: para o esquema de perturbacao da resposta
apresentamos o diagrama de indices de B;(0) na Figura [3.9. Notamos que
a partir desse esquema de perturbacao podemos examinar a influéncia das
medigoes dentro da cada um dos individuos. A partir da Figura 3.9 apreci-
amos alguma influéncia no modelo sob erro normal, especificamente quando
as respostas dos individuos 20 e 24 sao perturbadas.
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Figura 3.9: Grafico de indices de B; para 0 sob perturbacao da resposta.

3.2 Estudo Reprodutivo em Roedores

Estes dados foram reportados por Dempster et al. (1984) e correspondem
a um estudo em roedores com o objetivo de determinar o efeito de um
composto toxicolégico experimental no desempenho reprodutivo. A varidavel
resposta foi o peso ao nascer, em gramas, de suas crias. Dez fémeas re-
produtoras foram destinadas aleatoriamente a 3 tratamentos (controle, dose
baixa e alta de uma certa substancia experimental). Tem-se observagoes
somente para 7 ninhadas no grupo que recebeu a dose alta e um nimero
diferente de crias é disponivel para cada uma das ninhadas. Existem duas
fontes principais de variacao aleatdria: entre e dentro da ninhada. Demp-
ster et al. (1984) adotaram um modelo com efeitos mistos sob normalidade
e incluiram efeitos fixos de tratamento, tamanho da ninhada e sexo da cria.
Desse modo consideram o modelo

Yijki = Bj +bi +vLij + 65k + €51, i=1,...,27,
i=1,23, k=01 e I=1,....1, (3.1)
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em que Y;ji; representa o peso ao nascer da [-ésima cria na i-ésima ninhada
(t=1,...,27) para o j-ésimo tratamento (j = 1,2,3) com sexo k (k =0, 1);
B; € o efeito fixo do tratamento j; b; denota o efeito aleatério da ninhada no
tratamento j; L;; ¢ o tamanho da ninhada ¢ associada ao j-ésimo tratamento;
S, representa o efeito fixo do sexo da cria, e €11 € o erro aleatério dentro da
ninhada. A Figura 3.10 apresenta o peso das crias organizado por ninhada.

©  Controle +  Baixo v Alto
1 1 1 1 1
12 + +
18 + H + ++ +
19 H+ ++ +H+ +
20 +H .+ +
16 + W HH o+
15 + HiE
13 + o+ +
14 +  HHHH
ll +H HH + +
17 H
23 v v
< 25 v Vv VvY v
S 26 v wWvv v
< 27 WYV WV
S 24 VWW Vv vV V
22 WY v v
21 v WV IW Y
6 | o o o o o o ©
5 o @ ©o 0 0o oo
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4 00 O @O o0o0Oo
7 00 OaDE 0 0 0
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Peso da cria (g)

Figura 3.10: Peso das crias para cada ninhada.

Rosa, Padovani e Gianola (2003) observam que existem algumas crias cujo
peso nao é bem ajustado pelo modelo com efeitos mistos sob normalidade e
consideram a estimagao no modelo linear misto usando misturas de escala
normal sob uma perspectiva bayesiana.

O modelo em (3.1) pode ser escrito como:
Y, =X,8+Zb;+e€, i=1,...,27,

em que Y ; denota o vetor n;-dimensional dos pesos observados para as crias
na i-ésima ninhada, X; matriz de planejamento associada ao modelo (3.1)
com B = (B1,52,33,7,0)%, Z; = 1,, é a matriz de planejamento para os
efeitos aleatorios e €; representa um erro aleatorio.
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Assumimos o modelo:

ind ind

Yi|bi,vi ~ Ny (XiB + Zibi, 6(vi)pLy,),  bilv; ~ N(0,k(vi)yp) e
v M Hosv),  i=1,...,27,
em que H (v;;v) é a fungao de distribuicao para as varidveis de mistura e (-)
é uma funcao positiva. Logo, apreciamos que o modelo estd na formulacao
hierarquica dada em (1.4).

Analises dos Modelos Ajustados

Neste conjunto de dados, consideramos que a variavel de mistura segue uma
distribuicao gama e uma estavel positiva, isto €, assumimos que a resposta
marginal segue uma distribui¢ao ¢ de Student e exponencial poténcia (veja
Secgao 1.3.3). Também apresentamos os resultados para o modelo normal.
Foram escolhidos v =4 e A = % para os graus de liberdade na distribuigao
t de Student e para o parametro de forma da exponencial poténcia, respec-
tivamente. As estimativas de méxima verossimilhanca para os trés modelos
ajustados sao apresentadas na Tabela 3.2l

Tabela 3.2: Estimativas de médxima verossimilhanca para os trés modelos
ajustados aos dados de peso de roedores.

Normal t de Student Exponencial poténcia
Parametro Estimativa E.P. Estimativa E.P. Estimativa E.P.
51 7,853  (0,231) 7,757  (0,231) 7,862  (0,191)
0 7,430  (0,227) 7,312 (0,227) 7,435  (0,185)
03 6,969 (0,188) 6,821 (0,188) 6,974  (0,157)
¥ -0,119  (0,016) -0,110  (0,016) -0,119  (0,013)
) 0,297  (0,048) 0,254  (0,037) 0,268  (0,044)
10) 0,168 (0,016) 0,000 (0,018) 0,022  (0,002)
P 0,059  (0,003) 0,059  (0,002) 0,010  (0,001)

Pode-se apreciar que as estimativas para os trés modelos considerados sao
muito similares, contudo para os paradmetros associados & escala T = (¢, 1/J)T
tais estimativas nao sdo comparaveis.

Usando o grafico de distancias de Mahalanobis (Figura 3.11) detectamos
as ninhadas 5 e 6 como possiveis observacoes aberrantes. Note que tais
observacoes recebem ponderagoes pequenas no processo de estimacgao tanto
sob 0 modelo ¢ de Student quanto exponencial poténcia (veja Figura 3.12).
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Este fato indica, portanto, que os estimadores de méxima verossimilhanca
obtidos a partir de modelos na classe das misturas de escala normal apre-

sentam

qualidades robustas.

normal

distancias modificadas

t de Student

exponencial potencia

40000

&

©9000900000%0000 ©%00

fas modificadas.

distanc

0

5

T T T T
10 15 20 2
indice

Figura 3.11: Graficos de indices das distancias de Mahalanobis para os trés
modelos ajustados.
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distancias distancias

Figura 3.12: Pesos estimados para os modelos ¢ de Student e exponencial
poténcia.

Os graficos de distancias transformadas para os trés modelos ajustados dados
na Figura 3.13 indicam que o modelo ¢ proporciona um melhor ajuste do
que os modelos normal ou exponencial poténcia.

Considere os gréficos de residuos condicionais e = (Y; — X 1,/6\ — Zz/b\z) / 5 1/2
e das b-distancias Uy, = b] ¥ ~1b; estimadas (sob normalidade) apresentados
na Figura [3.14. Pode-se apreciar que existem crias nas ninhadas 5, 6 e 18
que podem ser catalogadas como e-outliers (compare com Figural3.11). Note
que sob normalidade E(Up,) = ¢, deste modo, ¢é esperado que para o modelo
normal, Uy, esteja proximo de g. Isto indica, portanto, que a ninhada 9 pode
ser considerada um b-outlier.
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Figura 3.13: Graficos de distancias transformadas para os trés modelos ajus-
tados.
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Figura 3.14: Graficos de residuos condicionais e b-distancias para o modelo
normal.

A seguir identificamos observagoes influentes usando o procedimento de in-
fluéncia local. Consideramos os esquemas de perturbacgao de ponderagao de
casos, da matriz de escala dos efeitos aleatorios e da resposta.

Ponderacao de Casos: apresentamos nas Figuras 3.15:3.16| os gréaficos de
indices de B;(3) e B;(T) para os trés modelos ajustados.

Observamos a partir da Figura3.15/ que a ninhada 6 destaca-se como a que
exerce a maior influéncia em 3 no modelo sob erros normais; para os modelos
sob erros t de Student e exponencial poténcia, a influéncia da ninhada 6 é
reduzida. Contudo, nesses modelos nota-se alguma influéncia das ninhadas
7e0.

Com relagao a Figura [3.16, podemos observar que para todos os mode-
los ajustados, as ninhadas 7, 8 e 9 tém influéncia sobre as estimativas dos
parametros associados a escala 7. Isto parece indicar alguma vulnerabilidade
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das estimativas de méaxima verossimilhanga para os trés modelos considera-
dos com relacdo a b-outliers (veja Figura [3.14).

normal tde Student exponencial potencia

Figura 3.15: Graficos de indices de B; para B sob ponderacao de casos.
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Figura 3.16: Gréficos de indices de B; para T sob ponderagao de casos.

Perturbacao da Matriz de Escala dos Efeitos Aleatdrios: para este es-
quema de perturbacdo podemos notar que a curvatura normal assume a
forma (veja Secao 2.6.1):

1

Cron(0) = —2hTAL Q™ (0)Au,h
1

= 2n"AY Q7 (NAsh

3,wo

= Cjo.n(N),

em que Q_l(X) ¢ dada na equacao 2.18 e Az, ¢ a submatriz de A asso-
ciada ao vetor de parametros A. Deste modo, este esquema de perturbagao
coloca especial énfase na influéncia sobre os parametros associados aos efeitos
aleatorios.

Baseados nos graficos de indices de B;(¢)) para os trés modelos ajustados
dados na Figura [3.17 podemos notar que a influéncia exercida pelas ob-
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servacoes é bastante similar para os trés modelos considerados e revelam
pouca habilidade por parte dos modelos com caudas mais pesadas do que a
normal para diminuir a influéncia das ninhadas 7, 8 € 9. Isto pode ser devido
a existéncia de observagoes consideradas como b-outliers (veja Figura 3.14).

normal t de Student exponencial potencia

°
°
004
°
°

Figura 3.17: Gréaficos de indices de B; para 12 sob ponderacao da matriz de
escala dos efeitos aleatérios.

Perturbacdo da Resposta: considerando o diagrama de indices de B;(3)
dado na Figura [3.18 notamos que para os trés modelos ajustados, as nin-
hadas 3 e 12 exercem forte influéncia nas medicoes do peso das crias pos-
sivelmente devido ao fato de serem ninhadas de tamanho pequeno, com uma
maior vulnerabilidade para o modelo sob erro exponencial poténcia.

©  exponencial potencia +  normal v tde Student

12 v - o
3 . 9y oo
2| v 00 4
fHt ro vy
7 e Vv Vv
21 X414
5 v o v
14 + o Y
6 | vo
27 vo
22 -
o 26 v
€ % v o+
£ vor
S 19 oo
2 +OW
10 +ew
VDO ++
9 w0+
1 vor
16 -
20 v
13 vou
5 [ vo +
4 w
18 | vo s
17 -

T T T T T T
0.0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

Bi

Figura 3.18: Gréfico de indices de B; para B sob perturbacao da resposta.

88



3.3 Capacidade Vital Pulmonar

A seguir analizamos o conjunto de dados apresentados por Barnett (1969)
em que é avaliada a qualidade de dois instrumentos, um de tipo padrao e
outro novo, para medir a capacidade vital pulmonar num grupo de 72 pa-
cientes. O instrumento padrao requer um operador experiente enquanto o
instrumento novo é mais facil de operar. Foram consideradas quatro com-
binagoes instrumento-operador (Theobald e Mallinson, 1978):

Instrumento 1: instrumento padrao e operador experiente,
Instrumento 2: instrumento padrao e operador nao experiente,
Instrumento 3: instrumento novo e operador experiente e

Instrumento 4: instrumento novo e operador nao experiente.

Consideramos o seguinte modelo:

Y, =p+1z; + €, 1=1,...,72, (32)
em que Y; = (Yi1,...,Yiu)" com Yi; sendo a medigao da capacidade vital
fornecida pelo instrumento j para o paciente i; i1 =1,...,72e 5 =1,...,4,
= (p1,...,10)", € = (€1,...,€4)T é vetor aleatério tetra-dimensional e

z; denota uma variavel aleatéria com medida de posicao 0 e escala ¢,.

Vamos supor a seguinte formulagao hierarquica:

Yilzi % SMNy(p+ 12, D(¢); H) e
2 ind SMN(0, k(v;)py; H), i=1,...,72,

em que D(¢) = diag(¢1,...,¢4) e H denota a fungao de distribuicao da
varidvel de mistura e k(-) é uma fungao positiva.

O modelo dado em (3.2)) corresponde a um caso particular do modelo linear
com efeitos mistos. Contudo, freqiientemente pode ser interessante con-
siderar tal modelo como um caso particular do modelo de Barnett (Bar-
nett, 1969). Nesse contexto, o modelo (3.2) é conhecido como modelo de
Grubbs (Grubbs, 1948, 1973, 1983). Detalhes relativos ao procedimento de
estimagcao por maxima verossimilhanca assim como diagndstico de influéncia
no modelo de Grubbs em (3.2) sdo dados no Apéndice C.
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Analises dos Modelos Ajustados

Consideramos que as varidveis de mistura seguem uma distribuigdo gama,
estavel positiva com massa pontual em v;, ou equivalentemente, que a res-
posta marginal tem distribuicao ¢ de Student, exponencial poténcia e nor-
mal, respectivamente. Foram escolhidos v = 8 e A = 0, 75 para os graus de
liberdade na distribuicao t e para o parametro de forma da distribuicao ex-
ponencial poténcia, respectivamente. Todas as nossas andalises foram obtidas
usando a biblioteca para S-PLUS|robscc/disponivel em http://www.ime.usp.br/
~osorio/robscc/. A seguir apresentamos as estimativas dos parametros para
o conjunto de dados de capacidade vital pulmonar.

Tabela 3.3: Estimativas de méxima verossimilhanca para os trés modelos
ajustados ao conjunto de dados de capacidade pulmonar.

Normal t de Student Exponencial poténcia
Parametro Estimativa E.P. Estimativa E.P. Estimativa E.P.
1 22,461 (0,971) 21,846  (0,952) 22,013 (0,965)
142 21,757 (0,945) 21,196  (0,930) 21,355  (0,940)
143 21,486  (0,967) 20,881 (0,950) 21,080  (0,961)
44 21,022 (0,969) 20,562 (0,953) 20,724  (0,964)
d1 4,998 (1,021) 3,592 (0,872) 1,918 (0,459)
103, 1,413 (0,666) 0,999 (0,775) 0,538  (0,975)
b3 4,383 (0,924) 3,392 (0,836) 1,703 (0,422)
on 4,633 (0,963) 3,713 (0,895) 1,832 (0,444)

Obtivemos também $z como 62,907; 52,351 e 25,725 para os modelos normal,
t de Student e exponencial poténcia, respectivamente. Podemos notar que
as inferéncias para os trés modelos ajustados sao similares e que os modelos
t de Student e exponencial poténcia apresentam uma tendéncia a produzir
estimativas mais precisas. Usando o grafico de distancias de Mahalanobis
modificadas (veja Figura [3.19) detectamos os pacientes 4, 25 e 67 como
possiveis observacoes aberrantes. Pode-se notar porém, que para o caso do
modelo com erro ¢, nenhuma observacao é catalogada como aberrante.

O diagrama dos pesos estimados contra as distancias de Mahalanobis dado
na Figura [3.20/ revela claramente que observacoes aberrantes recebem pon-
deragOes pequenas no processo de estimacao por méaxima verossimilhanca
quando distribuicoes com caudas pesadas sao utilizadas.
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Figura 3.19: Graficos de indices das distancias de Mahalanobis para os trés
modelos ajustados.
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tados.
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A Figura 3.21 mostra o grafico das distancias transformadas para os trés
modelos ajustados. Como podemos observar tanto o modelo com erro ¢ de
Student quanto o exponencial poténcia apresentam um melhor ajuste do que
o modelo sob erro normal.

A seguir identificamos observacoes influentes para o conjunto de dados de
Barnett usando a curvatura conformal B;. Focamos nossa atencao em
0, = (u”, ¢T)T e consideramos os esquemas de perturbacao de ponderacao
de casos e a perturbacao simultanea das medicoes dos instrumentos. Di-
agnoésticos de influéncia neste conjunto de dados tém sido considerados por
Galea, Bolfarine e de Castro (2002), Galea, Bolfarine e Vilca (2005) e La-
chos, Vilca e Galea (2006).

Ponderacao de Casos: considerando as Figuras(3.2213.23, notamos que sob
erro normal ség identificados os pacientes 4, 25 e 67 como influentes tanto em
K quanto em ¢. Tais resultados coincidem com os reportados por Lachos,
Vilca e Galea (2006). Como esperado, a influéncia dessas observagoes é
reduzida quando consideramos distribuicoes com caudas mais pesadas que a
normal e, tal como é indicado por Galea, Bolfarine e Vilca (2005) para este
conjunto de dados o modelo ¢ com graus de liberdade pequenos acomoda
melhor as observagoes influentes.
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Figura 3.22: Graficos de indices de B; para p sob ponderacao de casos.

Perturbacao da Resposta: podemos destacar na Figura [3.24 os pacientes
4, 24, 25, 62, 63 e 67 indicando que este esquema de perturbacao parece
distinguir observacoes com alta variabilidade entre as medigoes fornecidas
pelos diferentes instrumentos. Contudo, novamente é possivel apreciar que
para os modelos ¢t de Student e exponencial poténcia, a influéncia dessas
observacoes é reduzida.
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3.4 Comentarios Finais

Através dos estudos de influéncia considerados podemos notar alguns as-
pectos de robustez dos modelos elipticos com caudas mais pesadas do que
a distribuicdo normal. E importante salientar a capacidade de tais mode-
los para atribuir ponderacoes pequenas no processo de estimacao para as
observacoes aberrantes. Tais resultados concordam com as consideracoes
que a este respeito apresentam Lange, Little e Taylor (1989) e Kowalski,
Mendoza-Blanco, Tu e Gleser (1999) assim como com os comentdrios de Pi-
nheiro, Liu e Wu (2001) e Savalli, Paula e Cysneiros (2006) para modelos
lineares com efeitos mistos e Galea, Bolfarine e Vilca (2005) para modelos
de calibragao comparativa estrutural. Contudo, como é notado por alguns
autores (veja por exemplo, Lange, Little e Taylor, 1989) modelos baseados
em distribuigoes de contornos elipticos estao longe de serem uma panacéia,
de fato eles ainda podem sofrer o efeito de observagoes aberrantes e/ou in-
fluentes.

Nas anélises consideradas focamos nossa atencao em alguns membros tipicos
da classe de distribuigoes elipticas, porém varias outras alternativas podem
ser lteis para modelagem robusta, tais como as distribuicoes slash e normal
contaminada. Por outro lado, esses estudos de sensibilidade também reve-
lam a necessidade de considerar procedimentos de diagnéstico para modelos
desenvolvidos usando a classe de distribuigoes de contornos elipticos.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

4.1 Conclusoes

Neste trabalho investigamos diagnodsticos de influéncia em modelos com
efeitos mistos sob distribuicoes de contornos elipticos. Modelos baseados
nesta classe de distribuigoes representam alternativas robustas para mode-
los desenvolvidos sob normalidade.

No Capitulo [1] foram considerados dois enfoques para a inclusdo de dis-
tribuicoes de contornos elipticos no modelo linear misto e revisamos a es-
timagdo por maxima verossimilhanca para cada um desses enfoques. Mos-
tramos que a densidade marginal para a resposta obtida a partir do modelo
eliptico linear misto em sua formulacao hierarquica também pertence a classe
das elipticas, simplificando desse modo a inferéncia estatistica. Discutimos
também procedimentos que permitem facilitar a implementagdo computa-
cional do algoritmo EM para o modelo eliptico linear misto em sua for-
mulagao hierarquica.

No Capitulo 2/ usamos o enfoque de influéncia proposto por Cook (1986)
para estudar a influéncia local no modelo eliptico linear misto. Devido a
complexidade da funcao de verossimilhanca de dados observados para o mo-
delo em sua formulagéo hierarquica optamos por desenvolver a influéncia
neste caso baseados na funcao @)-afastamento (Zhu e Lee, 2001). Para cada
um dos enfoques considerados para a inclusao de distribui¢oes de contornos
elipticos obtivemos expressoes em forma fechada para a curvatura normal
considerando vérios esquemas de perturbacao. Consideramos também, tanto
para o modelo em sua formulagdo marginal quanto hierdrquica a relacao
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entre o método de alavanca generalizado (Wei, Hu e Fung, 1998) e o proce-
dimento de influéncia local. Com o intuito de obter a matriz de alavancas
generalizadas no modelo eliptico linear misto sob o enfoque hierarquico es-
tendemos a definicao dada por Wei et al. (1998) para manipular modelos
com dados incompletos. Salientamos, todavia, que a aplicagao da definigao
proposta nao esta restrita somente a modelos lineares com efeitos mistos.
Por outro lado, freqiientemente tem sido mencionado que a andlise de in-
fluéncia local requer o calculo de autovalores e autovetores de uma matriz
de dimensao potencialmente grande. Usamos a estrutura do problema para
propor uma estratégia equivalente, porém de custo computacional muito
menor usando a decomposicao de valor singular.

Tlustramos a metodologia desenvolvida mediante alguns exemplos, cujos re-
sultados sao apresentados no Capitulo 3. A partir deles pode-se apreciar a
habilidade dos modelos baseados em distribuigoes com caudas mais pesadas
que a normal para acomodar observagoes aberrantes. Notamos também
que as observagoes diagnosticadas como influentes exercem uma influéncia
menor sob esse tipo de distribuigoes indicando desse modo que correspondem
a boas alternativas para modelagem robusta. E importante destacar que os
diagnésticos desenvolvidos mediante o procedimento de influéncia local nao
somente permitem a identificacdo de observagoes influentes, mas também
permitem compreender melhor o processo de modelagem.

O diagnéstico de influéncia no modelo de Grubbs (veja Apéndice (C)) indica
que os resultados desenvolvidos como parte deste trabalho para o modelo
linear com efeitos mistos podem ser aplicados em diversas situagoes.

4.2 Perspectivas de Trabalhos Futuros

Este trabalho centra sua atengao no modelo linear com efeitos mistos. Sen-
timos que baseados no enfoque hierarquico para a inclusao de distribuicoes
na classe das elipticas é possivel estender os resultados apresentados para
modelagem robusta assim como diagndstico de influéncia para modelos mis-
tos nao-lineares (veja Vonesh e Chinchilli, 1997, Pinheiro e Bates, 2000 e
Lee e Xu, 2004).

Um dos resultados apresentados neste trabalho indica que a densidade margi-
nal obtida a partir do modelo em sua formulacao hierdrquica pertence a
classe de distribuicoes de misturas de escala normal. Deste modo, pode
ser interessante considerar métodos para aproximar a integral (1.13) com o
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intuito de estudar a estimacao e influéncia nesse modelo. Estudos compara-
tivos entre esse modelo e os apresentados neste trabalho também podem ser
Uteis.

Varios autores tém considerado a estimacao dos parametros de forma em
modelos desenvolvidos usando distribuigoes de contornos elipticos (veja por
exemplo, Ferndndez e Steel, 1999 e Pinheiro, Liu e Wu, 2001). Um enfoque
alternativo corresponde a estimacao da funcao geradora de densidade g no
caso do modelo em sua formulacao marginal ou da funcao de distribuicao H
para a formulagao hierdrquica mediante métodos nao-paramétricos (Hodg-
son, Linton e Vorkink, 2002). Acreditamos que estender os modelos conside-
rados neste trabalho usando tal proposta pode trazer bastante flexibilidade
na modelagem de modelos com efeitos mistos.

4.3 Desenvolvimento de Software

O sucesso de qualquer técnica estatistica depende em grande parte da disponi-
bilidade de software para realizar as andlises. Em conjunto com este trabalho
disponibilizamos duas bibliotecas para S-PLUS em que podem ser realizadas
andlises no modelo linear com efeitos mistos e no modelo de Grubbs sob
distribuigoes de contornos elipticos. O estigio de desenvolvimento dessas
bibliotecas ainda é muito preliminar; pretendemos estender as facilidades
disponiveis nessas bibliotecas para manipular modelos mais gerais. Temos o
objetivo de submeter este software para a colecao de cédigo S do repositério
StatLib.

O cédigo em C do software desenvolvido como parte deste trabalho utiliza
co6digo FORTRAN das bibliotecas de programas BLAS e LINPACK. Temos o
propésito de reescrever as partes criticas das rotinas desenvolvidas com o
intuito de utilizar cédigo FORTRAN mais eficiente disponivel na biblioteca
LAPACK (Anderson et al., 1995) assim como utilizar a biblioteca PORT (Fox,
Hall e Schryer, 1978) para otimizagao nao restrita.

Por outro lado, notamos que tanto os modelos com efeitos mistos quanto
as técnicas de diagnéstico discutidas requerem métodos versateis para visu-
alizar a informacao em forma grafica. Acreditamos que o formato de apre-
sentagdo em panéis da biblioteca Trellis (Becker, Cleveland e Shyu, 1996)
disponivel no sistema S-PLUS pode ajudar neste respeito.

Finalmente, temos o objetivo de escrever uma versao do cédigo desenvolvido
para seu uso com R (R Development Core Team, 2005).
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Apéndice A

Calculo dos Diferenciais

Neste apéndice apresentamos os diferenciais a partir dos quais obtemos as
medidas de diagndstico para o modelo eliptico linear com efeitos mistos. Tais
medidas sao obtidas mediante a técnica de diferenciagdo matricial proposta
por Neudecker e outros autores. Este procedimento é descrito em Nel (1980)
e completamente documentado em Magnus e Neudecker (1988). Uma carac-
teristica de interesse do método de diferenciagdo de Magnus e Neudecker é
que permite o cédlculo eficiente de derivadas matriciais.

A aplicacao deste procedimento em diferentes tépicos de Estatistica e Eco-
nometria é discutido em Magnus e Neudecker (1988) e na derivacao da cur-
vatura normal requerida para o método de influéncia local, por Liu (2000,
2002), Diaz-Garcia, Galea e Leiva-Sanchez (2003) e Osorio, Paula e Galea
(2006).

A.1 Derivacdao da Curvatura no Modelo Linear Misto Marginal

No modelo eliptico linear misto marginal o logaritmo da funcao de verossim-
ilhanca é dado por

M
L(6) = ZLi(9)7

em que L;(0) é dado em (1.5). A seguir obtemos os diferenciais dy L(8) e
d2 L(@) para esse modelo.
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Matriz de Informacao Observada

Usando resultados de diferenciacao de matrizes obtemos que

M M
dgL(0) =) dgLi(0) e djL(0) = djLi(0).
=1 =1

Os diferenciais dg L;(0) e d3 L;(0) para 8 = (87, a”, AT)T siao apresentados
a seguir.

Tomando diferenciais de L;(0) com relacao a 3 obtemos
dg Li(0) = —2W,(u;)rI V71X, dB e (A1)
A3 Li(0) = 2(d B)" XV H{W,(us) Vi 4 2W) (ug)rir] }V ;7 XA B, (A.2)
em que r; = Y,; — X;8. A partir de (A.1) segue que
d25 Li(0) = 2r] V7 HA )V H W (w) Vi + W (u)rir] JV; T XdB e
A3 Li(0) = 2r] V' Zi(d ®) ZT V  H{W(ui) Vi + W, (u)rir] }V X d B

Agora, diferenciando L;(0) com relacao a a, temos
do Li(0) = =31 V1 dZ; — Wy(u)r] VI (dZ) Ve e (A.3)
B L(O)=itrV(dZ)V; 1 dE, - LV, d® s,
+rl VIHW () (d S) Vi e VA D) — W(u) 4 X
+ W (u)(dZ)V; A Z; + Wy(u)(dE)VHdE IV e (A4)

Usando (A.3)) fica que
A3 Li(0) = -tV 1Z,(d W) Z] V1 dE,
+rl VW () Z:(d®) Z] V] V(A S)

+ Wy (ui) Z(d®)ZIVHAE) + W, (w)(dZ)V;  Zy(d ) Z] YV,

Finalmente, o primeiro e o segundo diferencial de L;(@) com relagao a A sao
dados pelas expressoes,

drLi(0) = -2 1 V1 Z,(d W) Z] — Wy(u)rI V1 Z,(d ) Z] Ve, e
3 Li(0) = 61V ' Z,(d®)Z]' V1 Z,dv)Z] -tV 'Z,(*®)Z]
+ri VI ZAW, (w)(d W) ZT Ve[ VI Z(d W) — W(u;) d* ¥

+ Wy (u)(d®)ZI VI Z,dW + Wy(u)(A®)ZT V1 Z,d Y ZIV e,
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Avaliando esses diferenciais em @ = 8 e usando os teoremas de identificacao
dados em Magnus e Neudecker (1988) obtemos a matriz de informacao ob-
servada dada em (2.10).

Esquemas de Perturbacao

Para cada um dos esquemas de perturbagao obtemos o diferencial d2, L(8|w)
e posteriormente conseguimos a matriz A = §?L(0|w)/000w? | 9B,y POT

meio da avaliacio de d2 L(0|w) em 6 = 6 e w = wy.

Ponderacao de Casos

Para este esquema de perturbacao temos que

d%wi LOlw) = ¢;(dB)" XV (Y — XiB) dw;,

A2, LOlw) = —H{tr V7' (d ) — gir] V' ([dZ) Vi e dw; e

A3, LOlw) = —3{tr V1 Z;(d®) Z] — qir] V' Zi(d W) ZTV v} dw,
comq, =¢q(@)er,=Y;,— X;Bparai=1,..., M.

Perturbacao da Matriz de Escala

Tomando diferenciais de L(0|w) com relagao a 6 e w;, obtemos
3, L(Olw) = —2{Wy(ui,) + wiu W (ui,) }(d B)T XTV ridw;,
A2, L(Blw) = —{Wy(uiw) + wiuiW)(ui,) }r] VA )V iridw; e
A3, L(Olw) = —{Wy(ui,) + wii W) (uin) ] V' Ziy(d ®) Z] Ve dw,

em que r; = Y,; — X;08 e u, = w;u; com u; :T?V;ITZ', i=1,..., M.

Perturbacao das Variaveis Explicativas

Diferenciando L(0|w) com relacao a 0 e w, fica
d3,, L(0|w) = —s2Wy(ui,)(d B)" (¢ BX i — ey, )V dw;
+ 5idW) (i)t BAB) X,V trir Vit dw,
A2, L(Blw) = 2sic! Bri, Vi (dS) Vi Y W, (uiw) Vi + W) (ui)riwri,} Vi dw; e

A3, L(Blw) = 2s;¢/ Br V' Zy(d W) ZTV H{Wy(uin) Vi + W) (i) riwri, } Vi dw;,
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em que X,;, = X; + siwictT, com s; um fator de escala, w; vetor de per-
turbacao n; X 1 e ¢; vetor p-dimensional com 1 na t-ésima posicao e zeros nas
restantes. Aqui r;, = 1r; — sictTBwi e Ujy, = TZJV;ITW comr; =Y,;—X,;03
parai=1,..., M.

Perturbacao da Resposta

Tomando diferenciais de L(0|w) com relagao a 6 e w;, obtemos

3, L(Olw) = —2(d B)" XT VMW (uiw) Vi + 2W] (ui)Tiry, }V; H dwi,

dZ,, L(0|w) = —2r V1 (d Z) VW (uiw) Vi + W) (ui) i, } Vi dw; e

A3, L(Blw) = —2rL V' Zi(d ) Z] VW (ui) Vi + W) (i) riwr i, )V dw;,
T

em que U, = rin;lrw e Ty, = 7r; +w;, com w; vetor de perturbacao

nix1eri:Yi—X,ﬂ,i:1,...,M.

A.2 Meétodo de Alavanca Generalizado no Modelo Linear Misto
Marginal

Considere u; = X;8 parai=1,..., M, logo o vetor de posicao u fica dado
como p = (puf, ..., ut,)T. Desse modo

dﬂp’Z:de:Ba da”izo € d)\MiZO, 1=1,..., M.

E tomando diferenciais de L(6) com relacio a 8 = (87, a”, A1) e Y,
obtemos

A3y, L(0) = —2(d B)T X] V7 Y Wy (ui) Vi + 2W (us)rir] }V 1Y,

A2y, L(0) = —2r] VI Hd )V YW (u) Vi + Whu)rir] V1Y e
By, L(O) = —2r] V' Z,(d ®) ZT V7 H{W, (i) Vi + W, (uw)rir] YV 1A Y,
emquer;,=Y,; — X;Bparai=1,..., M.

Avaliando os diferenciais d%yi L(6),d2y, L(6) e d%\}/i L(6) em 0 = 6 obtemos
9?L(0)/000Y " |,_5.
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A.3 Derivacao da Curvatura no Modelo Linear Misto Hierarquico

Nesta se¢ao derivamos a curvatura normal baseada na fungao Q-afastamento
para o modelo linear com efeitos mistos usando a formulacao hierarquica
dada em (1.4), no caso em que b; e v; sao considerados nao observéveis
assim como no caso em que os efeitos aleatorios sao integrados.

A.3.1 Derivacao da Curvatura quando b; e v; sao nao observaveis

Considerando o vetor de dados completos Y. = (Y7, b7, v7)T em que Y =

(YT, ..., YT)T representa o vetor de respostas observadas e, quando tanto
os efeitos aleatérios b = (bf,...,b%,)T quanto as varidveis de mistura v =
(v1,...,vp)T sdo considerados ndo observéveis, obtemos que a funcio Q

para o modelo linear misto hierdarquico dado em (1.4) assume a forma
Q(6]6) = ZQZ (6]6),

em que QZ(BI/é) = Qui(, a\§)+Q2i(>\y§) com Q1;(3, a\a) e Q%(A]a), dadas
m (1.15) e (1.16)), respectivamente.

Matriz Hessiana, Q

Usando resultados de diferenciacao de matrizes obtemos que

dy Q(010) = ZdeQ (016) o d;Q(66) = Zdewe

=1

Os diferenciais dg Ql(0|/9\) ed? QZ(0|§) para @ = (87, a”, AT)T sao apresen-
tados a seguir.

Tomando diferenciais de Ql(0|/¢9\) com relagao a (3 obtemos
ds Qui(B,|0) =7i(Y; — X:B — Z:b)'S71X,dB e (A.5)
4% Q1:(8.al0) = —7;(dB)TXTE71X,dB. (A.6)

Usando (A.5), segue que
25 Q1i(B, alf) = —7i(Y; — XiB - Z:b) 'S 1A )X d B
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Agora, diferenciando Q;(60]8) com relagio a a, temos
do Qui(B, ) = -5 tr BN (A )2 (B - 29, 2])

+ B, - XiB-Zb) TSN AS)ST Y — XiB— Zibi) e
4} Qui(B,@l0) = 5 tr B {(A )2 dZ; — d° By}

— AR HAE)EdE 4 (dE)E A - 2R M

e

T pol—= [\)‘

v

Finalmente, o primeiro e o segundo diferencial de Q,(0|§) com relacao a A
sao dados pelas expressoes,

Ay Q(A|0) = S tr & (A W) (W - N,) e
A3 Qui(A0) = Ltr O H{(d®)T LA ¥ — d> ¥}
— B (dO)TT A 4+ (A9 T AP — 2 IEIN,

Kibib; + Q;, para i = 1,..., M, com F;, b; e @ dados em (1.17) e (1.18).
Avaliando esses diferenciais em @ = 6 e usando os teoremas de identificagao

dados em Magnus e Neudecker (1988) obtemos a matriz de hessiana, Q dada
em (2.18).

Esquemas de Perturbacao

Para cada um dos esquemas de perturbacio calculamos o diferencial d2, L(0, w|Y )
e obtemos a matriz 9>L(0, w\Yc)/aeawT\gzgw:wO avaliando d2_ L(0,w|Y.)

em 0 = 0 e w = wy. Para os resultados obtidos nesta secao assumimos que
é possivel trocar as operagoes de integragao e diferenciacao.

Ponderacao de Casos

Para este esquema de perturbacdo temos que
A3, L0, w|Y o) = k1 (u)(dB) XT S 1Y — X8 — Z;b) dw;,
A2, L0, w|Y.) = —3H{tr =71 (d %) — v H(v)el ;71 (dZ)E et dwi e
A3y, L(O,w|Y ) = —{tr &1 d ¥ — k' (v)b] ¥ (d ¥) T 'b;} dwy,

emquee =Y;—X;8—Zb;parai=1,..., M.
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Perturbacao da Matriz de Escala dos Efeitos Aleatdrios

Tomando diferenciais de L(0,w|Y ) com relagao a 8 e w;, obtemos
d3,, L(0,w|Y.) =0, d2, LO,wY.)=0 e
43, L(6,w|Y ) = — "L p o1 (d ®) T 1b; dwy,

parai=1,..., M.

Perturbacao das Variaveis Explicativas

Diferenciando L(0,w|Y .) com relacao a 6 e w;, fica
42, L(0,w|Y ) = —x ' (v;)s(d B)T (¢} BXL, — ciel,)T; ' dw;
A2, L(0,w|Y.) = =k~ (vi)sicf BeL, B (A ) T dw; e
d3,, L(O,w|Y ) =0,

em que X,;, = X; + siwictT, com s; um fator de escala, w; vetor de per-
turbacao n; X 1 e ¢; vetor p-dimensional com 1 na t-ésima posicao e zeros
nas restantes. Aqui €, = € — sictT,@wi ee =Y, — X,;8— Z;b; para
i=1,..., M.

Perturbacao da Resposta

Tomando diferenciais de L(0,w|Y ) com relagdo a 6 e w;, obtemos
d3,, L0, w|Y o) =k (0:)(dB) X Z  dw;, d3,, L(O,w]Y,)=0 e
Az, L(O,w|Y.) = ' (v;)e .27 (d )2 dw;,

em que €;, = €; +w;, com w; vetor de perturbacdon; xlee =Y, — X;8—
Z:bj,i=1,...,M.

Perturbacao da Matriz de Correlacao dentro dos Individuos

Mediante diferenciacao podemos mostrar que
A3, L0, w|Y ) = —x ' (v)(dB) (' D;'C} @ X D;'C; ) S, dw; e
A2, L0, w|Y,) = — ) vecT (C' D (d D;)D; el D' C) S, dwi

a1w;
— 50 vecT(C7) D €17 D7 (d D;) D' C)) S, dwi,
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diw L(O,w|Y.) = 5 vec Tclac)cHs,, dw;
) veeT(C 1A Ci)C7) D el D CN) S, dwi
) e (C Dy el D7 C N (A C)C ) Sy dwi e
d3,, L(6,w|Y ) =0,
em que ¥, = D;C,;,D; com C;, = C; + W, sendo uma matriz de cor-
relagao e W, matriz de perturbagao simétrica n; x n;. Aqui S,, é ma-

triz de duplicagao que satisfaz vec(W;) = S,,w; em que w; = vech(W;),
=Y, — X;8—-Zb,parai=1,..., M.

Perturbacao das Funcoes de Escala dentro dos Individuos

Diferenciando L(0,w|Y ;) com relagao a 6 e w;, obtemos

3., L(0,w|Y ) ) dB) (e @ XITW,E 1S5 dw;,
dgwiL(e,wWC):—%vec( LA Z)ZiWieel)S% dw;
—'{712(1)") vec! (e;e] W, B, H(d 2;) 27 )S;idwi e

d3,, L(O,w|Y ) =0

em que S} ¢ uma matriz de duplicacdo tal que vec(W;) = S}, w; com
W, = diag(w;) matriz de perturbagoes n; x n;, ¢, = Y; — X;8 — Z;b;,
i=1,...,M.

A.3.2 Derivacao da Curvatura quando os v; sao nao observaveis

A seguir consideramos o vetor de dados completos Y. = (Y71, vT)T em que
Y = (Y?,...,YT)T representa o vetor de respostas e v = (v1,...,var)"
denota as varidveis de mistura, as quais sao consideradas nao observaveis,
isto é, usamos a formulagao hierarquica dada em (1.12) em que os efeitos
aleatorios tém sido retirados via integrag@ao. Neste caso, a funcao @ adota
a forma

Q(6]8) = Z Q;(0)0),

em que Q;(6]6) é dada na equacio (1.21).
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Matriz Hessiana, Q

Diferenciando a esperanca condicional do logaritmo da funcao de verossim-
ilhanca para dados completos obtemos que

dg Q(86) = ngQ 6]6) e d2Q(6]6) = Zd Q:(0)6).

A seguir apresentamos os diferenciais dgy Ql(0|§) e d2 Ql(0|§) para 0 =
(,BT, OtT, )\T)T_
Tomando diferenciais de Ql(9|§) com relagao a (3 obtemos
dsQi(616) =%(Y: — X:8)TV1X;dB e (A7)
d3Qi(018) = —7:(dB)" X[V X;dp, (A8)

e diferenciando (A.7) com relacdo a o e A, segue que

425 Qi(6
d35Qi(66

0) = —RrI VI AZ)VIX,dB e
) =Rl V1Z,d®)ZIVviX,d.

Tomando diferenciais de QZ(0|§) com relagao a a, obtemos

da Qz(e
d2 Qi(6

6)=-1trvildz + BrTVILAZ) Ve e (A.9)
0)=3tr vV, {[dZ)V;'dE; - d* =i}
BTV HAZ) VS + (AZ) VA, - 2V,

a partir de (A.9) obtemos que
43, Qi(010) = tr V' Zi(d @) Z[ VA,
BTV Y Z( AW ZT VS, + ([dS)V Z,d W) 2TV

Finalmente, os diferenciais de Q1(0|/9\) com relagao a A sao dados por
L QuOB) =~V AW+ BTV ZA 2TV s e
B Qi010) =itr vtz {(dw)zIviiZ,dw - a* 5} ZT
~ 5V Z{(dw) 2]V Z,d Y + (A W) Z] V' Z,;d ¥
- d2 ‘I’}ZZTVZ_ITH
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em que V; = Zi\IlZ;fF +¥;er;=Y,;—X;8,parai =1,..., M. Avaliando
as expressoes dos diferenciais dados acima em 8 = @ e utilizando os teoremas
de identificacdo dados em Magnus e Neudecker (1988) obtemos a hessiana,
dada na equagao (2.21).

Esquemas de Perturbacao

Para cada um dos esquemas de perturbacao calculamos o diferencial dZ , L(6, w|Y.)
e obtemos a matriz 8*L(0, w|Y ) /000w’ |,_5 w, Avaliando dZ L(0,w|Y.)

em 0 = 0 e w = wy. E assumido que podemos trocar as operacoes de inte-
gracao e diferenciacgao.

Ponderacao de Casos

Mediante diferenciacao obtemos que

N o) (dB) XT VY — XuB) dw,

—Her VN dE) -k Ho)r] VIIAE) Vi e dw e
—HeeV1'Z,(d W) Z] — kN o)ri V1 Z,(d®) ZT Vi) dw,

d3,, L(6, w|Y.)
2., L(6,w|Y )
3., L(0,w|Y )

emqueVi:Zi\IlZ’;;r—FZieri:Yi—Xi,Bparaizl,...,M.

Perturbacao da Matriz de Escala dos Efeitos Aleatdrios
Tomando diferenciais de L(0,w|Y ) com relagdo a 6 e w;, obtemos

a2, LO,w|Y,) = 48T XTIV 2,92 Vilr, dw,
—2

A2, L(O,w|Y,) = -t V_ (A =)V} Z, % Z] dw;

e 0 Ty (A SV, 2,0 2T + 2,9 ZI VI ASIV v dw e
—2
A3y, LO,w|Y ) = =2 tr V' Z;(d®) Z] V(2 — k7 (vi)rir] ) dw;
v (i)

+LTTV_1Z4{(d\II)Z4TV- Ze +9ZI'v1z,awyzZI'v lr,dw,
2 i dw < iV wH i Y ow “ i ¥Viiw !l 1)

em que Viw:wi_IZﬂIlZiT—i—Eiem:Yi—Xiﬁ parai=1,..., M.
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Perturbacao das Variaveis Explicativas

Diferenciando L(0,w|Y.) com relagao a 0 e w;, obtemos

A3, L0, w|Y o) = =k ()i (d B)T (¢f BXT — errl,) Vi dw;
2., L(0,w|Y.) = =k (v)sic! Bri, Vi (dZ) Vi tdw; e
A3, L(0,w|Y ) = =k~ (vi)sic! Bri, V1 Z;(d ®)Z] V! dw;,

em que T, = T; — sic;[[i’wi, r, =Y, — X;3, com s; um fator de escala, w;
vetor de perturbacaon; x1,¢=1,..., M e ¢; vetor p-dimensional com 1 na
posicao t-ésima e zeros nas restantes.

Perturbacao da Resposta

Tomando diferenciais de L(0,w|Y ) com relagdo a 6 e w;, obtemos

a2, L(6,w|Y) = k1 (u:)(dB)TXTV L dw,
A2, L(O,w]Y,) =k L (w)rL Vi dZ) Vi  dw, e
&3, L0, w|Y,) = 5 (u)r LV 2, ®) 2]V dw,

em que 7, = 7; + w;, com w; vetor de perturbagdon; x ler; =Y,; — X,;3,
parai=1,..., M.

Perturbacdo da Matriz de Correlacao dentro dos Individuos

Diferenciando L(0,w|Y .) com relagao a 0 e w;, obtemos que

A3, L0, w|Y o) = = (0)(dB) (r" V! D; ® XV D;)S,, dw,
A2, L6, w|Y,) = — ") vecT (D, V! dD; + (d D)V D; + D,V FiV ) Sy, dw;

aw;
20 e (D, Ve TV Fy + BV e YWV D) S, dw,

”’12( D vec (A D)V 'V D+ D,V 'rir TV, d D))S,, dw;,

dizw LO,w|Y.) = 2V€C (D \® ID (dC;)D; V.. 1D i)Sn, dw;
— 50 vol (D, Vi TV Di(d C) DV D) S, d w
- 5712(%) VeCT(DiV;wlDi(d Ci)DiV;}m’l‘;V;}lDi)Sni dw; e

+ o+
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A3, L(O,w|Y ) = Svec (D;V; ) Z;(d®)Z] V! D;)S,, dw;

—1¢,,. _ _ _
— ) ol (D Vi TV Zi(A W) 2TV D)) S, dw;

—1 (. _ _ —
— ) o (D Vi Zi(A®) ZTV e TV D) S, dwi,

em que Vi, = ZilIlZ;fF+ 3w com X;, = D;C;,D; tal que C;, = C; + W;
¢ matriz de correlagao e W; é matriz de perturbacao simétrica n; x n;, Sy,
matriz de duplicacao que satisfaz vec(W;) = S, ,w; com w; = vech(W}),
F,, = (dDz)Cztz +D;C,,dD;,r,=Y,— X,;B,parat=1,..., M.

Perturbacao das Funcoes de Escala dentro dos Individuos

Mediante diferenciacao obtemos que

dgﬂwi L(6,w|Y.) = £~ (v)(dB) (r] V[ Biu, ® X?V;}W;I)Sfli dw;,
A2, L(0,w|Y.) = vec" (W 'V W 1 (dz)W; !
SV W AS)W, VWS dw;
+r ) vec! (W VW HAS) WG B
WG W AZ)W VIS, - WG W, dE)S; dw; e
A3, L(O,w|Y ) = —vec" (W] V1 Z,(d®)Z]V;]2,)8;: dw;
+ k(i) vec (W WV 1 Z,(d®) Z] G Zi,
+ WG Zi(dW)ZT V) 3,,) Sk dw;,

em que Vi, = Z,¥Z! + %, com I, = W; 'S, W, W, = diag(w;)
matriz de perturbagoes n; X n;, G, = Vi;lririTV-_l r, =Y, — X,

w !
aqui S}, ¢ uma matriz de duplicacao tal que vec(W;) = S}, w;, para i =

1,..., M.

A.4 Método de Alavanca Generalizado no Modelo Linear Misto
Hierarquico

Obtemos os diferenciais dg p; e dei L(6|Y.) para 8 = (BT, a”,AT)T re-
queridos para o célculo das matrizes du/007 e 32Q(0|5) /000Y T, Temos
que p; = X;B+2Z;b; e p; = X ;3 para o modelo linear misto hierdrquico em
que b; e v; sao considerados nao observaveis e quando os efeitos aleatorios
sao integrados, respectivamente.
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Para qualquer um dos casos anteriores, temos que

dgp, = X;dB, dap; =0 e dyp; =0, i=1,..., M.

A seguir apresentamos os diferenciais d%Yi L(O|Y.), dgéy'i LO|Y.)e d?\Yi L(0)Y,)
para cada uma das formulagoes consideradas. Avaliando tais diferenciais em
6 = 6 ¢ possivel obter 9°Q(6]0)/000Y ™" |,_;.

Método de Alavanca Generalizado quando b; e v; sdo ndao observaveis

E tomando diferenciais de L(0]Y ) com relacdo a 8 = (87, a”, A1) e Y,
obtemos

3y, L(O]Y )
dszi L(O‘Yc)
Ay, L(6]Y )

ko)A B XIE Ay,
K Hu)el EHAE)ETAY e
0,

emquee; =Y;— X;8—Z;b;parai=1,..., M.

Método de Alavanca Generalizado quando os v; sao ndao observaveis

Diferenciando L(8|Y ) com relacdo a 8 = (87, a”,AT)T e Y, temos que

dy, L(8]Y ()
dgch L(9|Yc)
dg\Yl L(9|Yc)

o) (dB)TXTV T dYy,
s Ho)rl VI AZ)VtAY; e
kN o)rIVvilZ(a®)ZzIvitdy,,

emquer;=Y;— X;Bparai=1,..., M.
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Apéndice B

Equivaléncia entre Medidas de
Eliminacao de Casos e o
Método de Influéncia Local

Os procedimentos de diagndstico por eliminagao de casos, também conheci-
dos como influéncia global determinam o efeito de observagoes influentes no
resultado do ajuste do modelo mediante a completa retirada do i-ésimo in-
dividuo. Neste apéndice focamos nosso interesse na comparagao da diferenca
entre 6 e 6(;) em que 6(;) denota a estimativa de méxima verossimilhanga
para 6 quando efetuamos a retirada do i-ésimo sujeito (Y, X, Z;) do mo-
delo linear com efeitos mistos dado em (1.1)), isto é, 8 ;) maximiza o logaritmo
da verossimilhanca,
Ly (0) =) L;(6).
J#i

Métodos de diagndstico obtidos mediante eliminacao de observagoes tém sido
ampliamente discutidos para modelos de regressao linear sob normalidade;
veja, por exemplo, Belsley, Kuh e Welsh (1980), Cook e Weisberg (1982) e
Chatterjee e Hadi (1988), dentre outros. Tais métodos foram estendidos para
dados com estrutura longitudinal por De Gruttola, Ware e Louis (1987),
para modelos lineares mistos sob normalidade e modelos lineares mistos
generalizados por Christensen, Pearson e Johnson (1992) e Tan, Ouwens e
Berger (2001), e Xiang, Tse e Lee (2002) e Lee e Xu (2004), respectivamente.
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Como uma medida de comparagao entre 8 e ;) consideramos a distancia

Di=(0-0u)"{-LO}O0-04), i=1,....M, (B.1)

e observamos que o calculo de é(i) pode ficar muito trabalhoso para modelos
elipticos lineares mistos. Para contornar esse problema, Pregibon (1981)

e Cook e Weisberg (1982) sugerem utilizar a seguinte aproximagao de um
~1 ~
passo B(i) para 6 ;) como

~1 ~ oo~ ~
6y =04 +{—L(6)} U ;(0),

em que U;)(8) = OL;(0)/067|,_s. Como U(8) = OL(9)/967|,_5 =0 e
U (5) = —Ui(a) = aLi(G)/80T|0:§, concluimos que D; pode ser aproxi-
mado por

D! =UT(6){-LO)}'U«0), i=1,...,M. (B.2)

Agora, para o esquema de perturbacao de ponderacao de casos temos que

O*L(0|w) ~
o |, ~ =U;(0).
000w 0=0,w=wo ( )
Desse modo, a matriz A na curvatura normal B = —ATiil(a)A assume
a forma

A = (U(0),...,Up(6)).

Logo, a curvatura normal C,(0) na direcao h;, em que h; é um vetor M x 1
com 1 na i-ésima posicao e zeros nas restantes fica dada por

C1,,(0) =UT(0){—L(6)}'U:(8) = 2D},
parat=1,..., M.

Esse resultado também é valido considerando a distancia
QDi=(0-6,)"{-Q0)} (06, i=1,..,M, (B3
que pode ser aproximada como
o T o~ o~ _ . -~ 3
QD; = Q; (6){-Q(0)}'Q;(6), i=1,...,M, (B.4)

em que, para esse caso 5(1-) maximiza a funcao Q(i)(0|§) = E{L(OY (i)Y (5), 0}
e Y (i), Y (;) representam os dados completos e observados para o modelo
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linear misto hierdrquico em que (Y, X, Z;) tém sido eliminados, Q(@) =
92Q(610)/0000™ | ,_; e Q;(0) = 0Q(610)/00"|,_;. E possivel mostrar que

~

Croni () = Q; (6){-Q(0)}Q,(8) = 2QD},
parai=1,..., M.

Esses resultados indicam que para modelos elipticos lineares com efeitos
mistos para qualquer das suas formulacGes maginal ou hierdrquica, nao é
necessario o cdlculo de medidas de diagnéstico por eliminacao de casos, uma
vez que esta informacao é obtida através do método de influéncia local.
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Apeéndice C

Diagndstico de Influéncia no
Modelo de Grubbs

Neste apéndice estudamos a influéncia local no modelo de Grubbs (Grubbs,
1948) considerando distribuigoes de mistura de escala normal. O principal
objetivo do modelo proposto por Grubbs (1948, 1973, 1983) corresponde a
examinar a qualidade de varios instrumentos de medicao usados para esti-
mar a mesma quantidade desconhecida x em um grupo comum de individuos
ou unidades experimentais. O problema da comparacao de instrumentos de
medicao cujas caracteristicas diferem em custo, velocidade e outros fatores
tais como eficiéncia tem recebido uma crescente atencao em dreas como en-
genharia, medicina e agricultura, dentre outras (veja por exemplo, Barnett,
1969; Grubbs, 1948, 1973, 1983 e Fuller, 1987).

O modelo de Grubbs pode ser entendido como um caso particular do modelo
linear com efeitos mistos, contudo esse modelo também pode ser considerado
um caso particular do modelo de Barnett (Barnett, 1969), também conhecido
como modelo de calibragdo comparativa estrutural. Salientamos que tal
modelo nao é um caso particular do modelo linear misto usual.

Estudos de influéncia local no modelo de calibragao comparativa estrutu-
ral sob normalidade foram considerados por Galea, Bolfarine e de Cas-
tro (2002), usando um enfoque para introduzir distribuigdes de contornos
elipticos por Galea, Bolfarine e Vilca (2005) e mais recentemente Lachos,
Vilca e Galea (2006) estudam diagndstico de influéncia no modelo de Grubbs
considerando erros normais. Neste apéndice adotamos um enfoque diferente
ao de Galea, Bolfarine e Vilca (2005) para a inclusao de distribuigdes na
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classe das elipticas, tais como a familia de distribui¢ées de mistura de es-
cala normal, no modelo de Grubbs. Finalmente, abordamos a influéncia
local nesta classe de modelos sob varios esquemas de perturbacao e obtemos
também a matriz de alavancas generalizadas.

Grubbs (1948) prop6s um modelo para comparar as medicoes de p instru-
mentos num grupo de M individuos, dado por

Yij:aj—kxi—i—eij, i=1,....M;5=1,...,p, (Cl)

em que Y;; representa a medicao usando o j-ésimo instrumento na i-ésima
unidade experimental. Os erros de medicao €;; sao assumidos independentes
dos valores aleatérios 1, ...,z . Freqiientemente é assumido que os x; e €;;
sao independentes seguindo uma distribuigao normal N (pz, ¢,) e N (0, ¢;),
respectivamente.

Para assegurar a identificabilidade do modelo em (C.1) pode-se assumir
que ag = 0 (veja, por exemplo, Shyr e Gleser, 1986 e Lachos, Vilca e Galea,
2006). Neste trabalho evitamos manipular restrigdes no espago paramétrico,
considerando a transformagao z; = x; — g, @ = 1,..., M (Theobald e
Mallinson, 1978). Desse modo o modelo de Grubbs em notagdo matricial
fica dado por

Yi:,u—i—lpzi—i—ei, 1=1,..., M, (02)
em que g = (p1,...,py)7 é vetor p-dimensional, Y; = (Yi1,...,Yip)L e
€ = (67;1, - ,eip)T denotam vetores aleatérios p X 1 e z; representa uma

variavel aleatéria com posicao 0 e escala ¢, .

Similarmente aos modelos desenvolvidos na Secao (1.3 introduzimos dis-
tribuicoes de contornos elipticos no modelo (C.2) mediante considerar a
seguinte estrutura hierarquica:
ind
Yi‘zi "~ SMNp(I‘/ + 1pz;, D(¢)a H)
5 P SMN(0, ¢y H),  i=1,...,M,

isto é,

ind ind

Yi|Zi7vi S Np(p‘ + 1pZi7 K’(U’L)D(qb))v Zi|vi (S N(O’ K(Ui)gbit)?
ind

v; ~ H(v;v), i=1,..., M, (C.3)

em que D(¢) denota uma matriz diagonal cujos elementos diagonais sdo da-
dos pelos elementos do vetor p-dimensional ¢, ou seja, D(¢) = diag(é1, ..., ¢p).
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Utilizamos um algoritmo tipo-EM para a estimagao de méxima verossimi-
lhanga no modelo definido em (C.2)), considerando o vetor de dados comple-
tos Yo = (YT, 27 o1 emque Y = (YT,...,YT)T corresponde ao vetor
de respostas para os M individuos, z = (z1,...,2m)" e v = (v1,...,var)7T.
Supondo que (27, vT)” sdo nao observéveis, o logaritmo da verossimilhanca
baseada no vetor de dados completos fica L(0]Y.) = Zf\il L;(0)Y.), em
que
-1 X
Li(0]Y ) = —Flog |D(¢)] — "1V — pp = 1,2) " D7) (Vi — 1 — 12)
—1(a.

— 2log ¢y — KTE}Z) 22 + log h(vi; V) + c, (C.4)

com h(v;;v) sendo a fungao de densidade da varidvel de mistura v; com

parametro v e ¢ denota uma constante.

A seguir apresentamos a (r+1)-ésima etapa de um algoritmo ECM multiciclo
para a estimacio de 8 = (u”, ¢, ¢’ )T no modelo (C.2).

Passo E: usando estimativas da r-ésima etapa, 0 = 0 calcular Z;, T COMO
5= B(alY0,0) = 217D @)Y — i)
7=k '(v;) Var(z]Y 4, 0) = ¢;§
parai=1,..., M, em que k =1+ d)xlgD 1(¢)1,. Logo, obter u; = u,(é)
como
U = (Y —0)T(D(@) + ¢1,10) " (Yi—
u; = (Y; — )" (D(@) + ¢21,1, i — 1)
=el' DY ( e; + 22/d>x,
emquee; =Y;—n—1,%;, parai=1,..., M, e avaliar k; = E(/fl(vi)\Yi,a)

usando as expressoes desenvolvidas na Segao [1.3.3 para alguma mistura de
escala normal particular.

Passo CM multiciclo: maximizacao da esperanca do logaritmo da fungao
de verossimilhanga de dados completos, Q(0|0) = - | Qi(8]6), com Q;(6|0) =

Qui(p, ¢’§) + Q2i(¢x|b\)v em que
Qui(p, 916) = —Llog |D(¢)| — 31T D~ (9)1,
- %(Y Y 1p3i)TD_1(¢)(Yi — K- 1p2\i) €
Qai(6210) = —Llog py — 50— (RiZ2 + 7), (C.5)

usando uma seqiiéncia de passos CM.
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Passo CM-1: atualizar p("*%) como

M

1 ~ ~
pr ) = > "Ri(Yi - L,Z).
Zj:l Kj =1

Passo E: executar o passo E com 0= ( (r+1)7 qf)x ,¢ T)T-

Passo CM-2: fixar i = p"t1 e atualizar (]_')("+1 como
| M
ptD =71, + i > RiD(e)e,
i=1

come; =Y; —p—1,%, parat=1,..., M.
Passo E: executar o passo E com 0= (u(TH)T, qbgf), ¢(T’+1)T)T.

Passo CM-3: atualizar ¢§I+” €como

M
1
(7”+l) o~ /\‘/\2
?s =7+ i E KiZj -

Entao, fazer (") = (u(”rl qb(TH qb(r“)T)T e voltar a etapa E. Este al-
goritmo ECM multiciclo itera entre os passos E e CM até que a seqiiéncia
o) atinja a convergéncia.

Salientamos que o algortimo ECM desenvolvido neste apéndice compartilha
as mesmas propriedades de simplicidade e estabilidade dos algoritmos para
estimacado por maxima verossimilhanca em modelos de calibracao compara-
tiva propostos por Bolfarine e Galea (1995, 1996).

Influéncia Local

Nesta segdo derivamos a curvatura normal no modelo de Grubbs quando
consideramos distribui¢bes de mistura de escala normal. Analogamente
ao desenvolvimento apresentado na Secao 2.6, obtemos a curvatura nor-
mal usando a funcéo Q-afastamento como medida de influéncia. A seguir
apresentamos os diferenciais dj Q(6]0) e dZ L(0]Y.) para vérios esquemas
de perturbacgio. As matrizes 92Q(8|6)/00007 e 02Q(6]0)/000w” podem
ser obtidas a partir desses diferenciais mediante os teoremas de identificagao
dados em Magnus e Neudecker (1988).
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Matriz Hessiana, Q

Seja 0 = (u!, ¢y, ¢T)T o vetor de parametros de interesse. Temos que o
segundo diferencial de Q(80]0) com relacao a 0 fica dado por:

d2Q(60) = ng Qi(0]6),

=1

em que 91(0@) é dado em (C.5). A seguir apresentamos os diferenciais
d3 Qi(016) para 0 = (u”, ¢s, ¢7)".

Tomando diferenciais de Q;(60|@) com relagdo a p e entdao com relagdo a ¢,
obtemos

A2 Qui(p, ¢|60) = —Ri(dpw) "D (P)dp, e
A2, Qui(p, 916) = —Fi(d )" D~2(¢)D(e}) d &,

emquee; =Y; —p—1,%,i=1,...,M e D”™(a) = diag(a; ", ...,a,™),
para a vetor p-dimensional e m > 0.

Diferenciando QZ(GQ) com relacao a ¢, obtemos

A2 Qui(p, #10) = L(d )" D *(¢)d ¢ — F(d )" D3 (¢) d ¢
—Ri(d¢)"D(e;)D~*(p)D(e}) d .

Finalmente, tomando diferenciais de Qz(G\a) com relagao a ¢, obtemos

d3, Q2:(0210) = 557 d°6x — 5 (Riz} +7) A6,
Avaliando estes diferenciais em 0 = 0 podemos obter a matriz hessiana Q.

Esquemas de Perturbacao

Para cada um dos esquemas de perturbacao obtemos o diferencial d2, (0 w|Y,).
Avaliando esses diferenciais em 6 = 8 e w = wq podemos calcular 82 (9]0) /000w”
para o esquema de perturbacdo particular. A seguir é assumido que é
possivel trocar as operagoes de integracao e diferenciacao.
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Ponderacao de Casos

Considere a inclusao de pesos para cada unidade experimental no logaritmo
da verossimilhanca para dados completos, como

L(6,w|Y,) Zw, (0, w|Y,)

com L;(8,w|Y ) dado em (C.4), aqui w = (w1,...,wy)’ em que 0 <w; <1
parai=1,..., M e wg = 1,;. Para esse esquema de perturbacao temos que
diwi LO,w|Y.) =r o) dp) DY) (Y; — p — 1,2) dw;,

e, L(8,w|Y )
dZ... L(0,w|Y.)

(d¢)T{D (¢)1, -+~ (vi)D(e)) D *(P)ei} dw; e
{£+=) 2 ag,dw,

_1
2
_1
2
emque € =Y; —pu—1,z, parat=1,..., M.

Perturbacdo das Observacées

Consideramos perturbagoes aditivas nas medigoes obtidas através dos ins-
trumentos usados no estudo. Seja Y, o vetor de observacoes perturbadas
para cada unidade experimental. Abordamos os seguintes casos de interesse:

Perturbacao simultanea das medicoes fornecidas pelos p instrumentos:
isto é, substituimos Y; por Y;, =Y, 4w, em que w; € RP, ¢ =1,..., M,
em cujo caso temos que wo = 0 € RMP. O logaritmo da verossimilhanca de
dados completos fica dado por L(0,w|Y ) = Zf\il L;(0,w|Y ) em que

k1 Vs —
Li(0]Y ) = —1log |D(¢)] — 52 (e; + wi) "D () (€; + wi)
log Gy — = (;”Z) 2 1 log h(vi;v) + ¢

come =Y; —p—1,z, parai=1,..., M.
Tomando diferenciais de L(0,w|Y ;) com relagao a 8 e w;, obtemos

o) (dp) "' D7) dw;,
Hv)(d@) D(ei +wi) D3 (¢)dwi e

2

Ao, L(0, 0[Y )
3w, L(0,w|Y )
A3, L(0,w|Y )

K-
0.
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Perturbacao das medicoes obtidas desde um dos instrumentos: suponha
que temos interesse em perturbar as medicoes fornecidas pelo t-ésimo instru-

mento, t =1,...,p. Neste caso Y;, = Y, +w;c: em que ¢; denota um vetor
p-dimensional com 1 na t-ésima posicao, e zeros nas restantes. O vetor de
perturbacio fica dado por w = (wy,...,wi)’ e wg =0 € RM. O logaritmo

da verossimilhanca de dados completos sob este esquema de perturbagao
assume a forma L(0,w|Y ) = Zf\il L;(0,w|Y.) em que
—1 .
Li(0Y.) = —Llog|D(¢)| — =" (e; + wie)) D1 (¢)(ei + wicy)
— Llog ¢, — %zf +logh(vi;v) + ¢

come =Y; —p—1,z, parai=1,..., M.
Mediante diferenciacao obtemos que

42, L0, w|Y ) = k7 () (dp) DN ) er dwy,

by, L0 w|Y ) = & (1) (d @) D(e; +wic) D *(p)erdw; e
43, L(6,w|Y,) =0.

Método de Alavanca Generalizado no Modelo de Grubbs

Derivamos os diferenciais requeridos para o calculo da matriz de alavancas
generalizadas para o modelo de Grubbs usando a metodologia proposta na
Secao 2.3.

Considere p; = p+1,z;, parat =1,..., M. A seguir obtemos os diferenciais
dg p; € dgyi L(6|Y.) a partir dos quais é possivel obter as matrizes Opu/907 e

6%2(0\5) /000Y ™. Usando o método de diferenciacido de matrizes obtemos
dlLLll/Z:dlll, d¢"l’Z:0 € d¢g:ﬂl:0, Zzl,,M
Tomando diferenciais de L(8]Y ) com relacio a 8 = (u”, ¢, ¢7)" e Y,
obtemos que
iy, L(]Y )
gy, L(6]Y )
3.y, L(0]Y )

KN (v)(dp) D7 () d Y,
") (dp) ' D(e)D2(p)dY; e

-
0.

E possivel apreciar que assim como para os resultados desenvolvidos nas
Secoes 2.5 e 2.7 existe uma relagao entre o método de alavanca e a influéncia
local considerando perturbacoes aditivas nas observacgoes.
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